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I N T R O D U C C I Ó N



Análisis Armónico Clásico

Difusión del calor: hallar upx, tq

#
Bu
Bt px, tq � 4upx, tq en Ω� r0,8q, Ω � Rd

upx, 0q � fpxq en Ω.

La solución viene dada por un semigrupo

upx, tq �Wtfpxq � et4fpxq �
1

p4πtqd{2

ˆ
Rd
e�

|x�y|2

4t fpyq dy.

Preguntas:

¿Qué propiedades de f influyen sobre u?

¿ĺımtÑ0 up�, tq � ĺımtÑ0Wtf � f? ¿En qué sentido?

Operador maximal del semigrupo: W�fpxq � supt¡0 |Wtfpxq|.

Por ejemplo, ¿f P X ùñ W�f P X? o ¿dónde está?
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Análisis Armónico Schrödinger

Operador de Schrödinger

L � �∆� V ; V ¥ 0, V P Lloc
1 .

Problemas de difusión#
Bu
Bt px, tq � �Lupx, tq en Ω� r0,8q, Ω � Rd

upx, 0q � fpxq en Ω.

Semigrupo asociado a L: tTtut¡0

Ttfpxq � e�tLfpxq �

ˆ
Rd
ktpx, yqfpyq dy, f P L2pRdq.

No se conoce en forma expĺıcita ktpx, yq.

0 ¤ Tt ¤Wt.
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Análisis Armónico Schrödinger

Operadores

T �fpxq � sup
t¡0

|e�tLfpxq|.

Iα � L�α{2 �
ˆ 8

0

e�tLfpxqtα{2
dt

t
.

R � ∇L�1{2.

R� � L�1{2∇.

Espacios

Lppwq, 1   p   8.

H1
Lpwq (sustituto de p � 1).

BMOLpwq (sustituto de p � 8).

Pesos

¿w? ¿Qué le pedimos?
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C O N T E X T O S C H R Ö D I N G E R



Contexto Schrödinger

Operador de Schrödinger L � �∆� V pd ¥ 3q

V es un potencial, V ¥ 0, V � 0 y V P RHq con q ¡ d{2.

Función asociada a L: [S, 94]

ρpxq
.
� ρV pxq � sup

"
r ¡ 0 :

1

rd�2

ˆ
Bpx,rq

V ¤ 1

*
, x P Rd.

Además, 0   ρpxq   8. (si V � 0 ù ρ � 8)

Si V � cte ù ρ � 1; si V � |x|2 ù ρpxq � 1
1�|x| .

Función radio cŕıtico: D c0, N0 ¥ 1{ @ x, y P Rd,

c�1
0

�
1�

|x� y|

ρpxq


�N0

¤
ρpyq

ρpxq
¤ c0

�
1�

|x� y|

ρpxq


 N0
N0�1

.

En particular, si |x� y| ¤ Cρpxq ùñ ρpxq � ρpyq.
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Resultados previos: LppRdq

En [S, 95], Z. Shen prueba la acotación LppRdq de ciertos operadores tipo
transformadas de Riesz.

V P RHq Operador Rango de p

q ¡ d{2 p�∆� V qiη, η P R p1,8q

q ¥ d R � ∇p�∆� V q�1{2 p1,8q

q ¥ d R� � p�∆� V q�1{2∇ p1,8q

q ¡ d{2 V p�∆� V q�1 p1, qq

q ¡ d{2 V 1{2p�∆� V q�1{2 p1, 2qq

d{2   q   d R � ∇p�∆� V q�1{2 p1, sq 1
s �

1
q �

1
d

d{2   q   d R� � p�∆� V q�1{2∇ ps1,8q 1
s �

1
q �

1
d
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Resultados previos: pesos Aρp

Pesos

w P Aρp :

�  
Bpx,rq

w


1{p�  
Bpx,rq

w1�p1

1{p1

¤ C

�
1�

r

ρpxq


θ
, θ ¥ 0.

w P Aρ1 :

 
Bpx,rq

w ¤ C

�
1�

r

ρpxq


θ
ı́nf

Bpx,rq
w, θ ¥ 0.

Ap � Aρp. Ej:
Si ρ � 1 y wpxq � 1� |x|γ , γ ¡ dpp� 1q ùñ w R Ap y w P Aρp (θ � γ).

Propiedades

Aρ1 � Aρp � Aρq , 1   p   q.

w P Aρp ðñ w1�p1 P Aρp1 .

w1, w2 P A
ρ
1 ùñ w1w

1�p
2 P Aρp.
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Resultados previos: pesos Aρp

En [BHS, 10], los autores prueban la acotación Lppwq de ciertos operadores
asociados a L.

V P RHq Operador Rango de p Pesos

q ¡ d{2 T � p1,8q Aρp

q ¥ d R,R� p1,8q Aρp

d{2   q   d R p1, sq 1
s �

1
q �

1
d w� 1

p�1 P Aρp1{s1

d{2   q   d R� ps1,8q 1
s �

1
q �

1
d w P Aρp{s1

q ¡ d{2 Iα, α P p0, dq
Lppwq Ñ Lνpw

ν
p q

p P p1, d{αq

wν{p P Aρ1� ν
p1

1{ν � 1{p� α{d
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O B J E T I V O S D E L A T E S I S

1 Desarrollar una teoŕıa de extrapolación para los pesos Aρp, esto es, a partir
de una desigualdad en norma Lp0pwq para un cierto p0, inferir desigualdades
en norma Lppwq para todo p.

2 Lograr acotación de operadores en los espacios extremos con pesos y aplicar
las técnicas de extrapolación para obtener desigualdades en Lppwq.

3 Aplicar la teoŕıa de extrapolación para comparar operadores en norma
Lppwq.



E X T R A P O L A C I Ó N



Resultados previos: Extrapolación

Rubio de Francia: [RF, 82]

Sea 1 ¤ p0   8. Si T es un operador (sublineal) tal que

ˆ
Rd
|Tfpxq|p0wpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
|fpxq|p0wpxq dx, @w P Ap0 .

Entonces, T es acotado en Lppwq para todo 1   p   8 y todo w P Ap.

Transformadas de Riesz, Integrales Singulares, Littlewood-Paley.

Relación fundamental:

M : Lppwq Ñ Lppwq ðñ w P Ap.
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Extrapolación en el contexto Schrödinger

Los pesos que nos interesan son los de la clase Aρp.

�  
Bpx,rq

w


1{p�  
Bpx,rq

w1�p1

1{p1

¤ C

�
1�

r

ρpxq


θ
.

¿Quién reemplaza a M?

Mθ
ρfpxq � sup

r¡0

�
1�

r

ρpxq


�θ  
Bpx,rq

|f |, x P Rd, θ ¥ 0.

Para 0 ¤ η ¤ θ: Mθ
ρf ¤Mη

ρ f ¤Mf .

Teorema

1   p   8
w P Aρp ðñ D θ ¥ 0{ Mθ

ρ : Lppwq ÝÑ Lppwq.
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Extrapolación en el contexto Schrödinger

Primer Teorema de Extrapolación

0   r ¤ p0   8: T : Lp0pwq ÝÑ Lp0pwq, @w P Aρp0{r

ó

T : Lppwq ÝÑ Lppwq, @p ¡ r, @w P Aρp{r

&

r   p, γ   8 : p�q
�������¸

i

|Tfi|
γ
	1{γ ������

Lppwq
À

�������¸
i

|fi|
γ
	1{γ ������

Lppwq
, @w P Aρp{r

L8pwq �
 
f : }fw}L8   8

(
Segundo Teorema de Extrapolación

r ¡ 0, p0 � 8: T : L8pwq ÝÑ L8pwq, @w tal que w�r P Aρ1

ó

T : Lppwq ÝÑ Lppwq, @p ¡ r, @w P Aρp{r

Además, se cumple p�q para r   p, γ   8 y todo w P Aρp{r.
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Lppwq
, @w P Aρp{r

L8pwq �
 
f : }fw}L8   8

(
Segundo Teorema de Extrapolación

r ¡ 0, p0 � 8: T : L8pwq ÝÑ L8pwq, @w tal que w�r P Aρ1

ó

T : Lppwq ÝÑ Lppwq, @p ¡ r, @w P Aρp{r

Además, se cumple p�q para r   p, γ   8 y todo w P Aρp{r.
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E S P A C I O B M O A S O C I A D O A ρ



Espacio BMOρpwq

En [DGMTZ, 05] ÝÑ BMOLpwq con w � 1.

Definición

Si Bρ �
 
Bpx, rq : r ¤ ρpxq

(
. Diremos que f P BMOρpwq, si

}wχB}L8

|B|

ˆ
B

|fpyq � fB | dy ¤ C, @ B P Bρ.

}wχB}L8

|B|

ˆ
B

|fpyq| dy ¤ C, @ B � Bpx, ρpxqq.

Obs: Si w�1 P Aρ1 ùñ L8pwq � BMOρpwq.
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Espacio BMOρpwq

¿Cómo utilizar el Segundo Teorema de Extrapolación?

Consideremos la siguiente función maximal sharp ρ-local

M 7
ρfpxq � sup

xPBPBρ

 
B

|f � fB | � sup
xPB�Bpy,ρpyqq

 
B

|f |,

Caracteriza el espacio BMOρpwq:

BMOρpwq �
!
f P L1

locpR
dq : }M 7

ρf w}L8   8
)

Desigualdad de tipo Fefferman-Stein:

Si 1   p   8 y w P Aρp:

}g}Lppwq À }M 7
ρg}Lppwq, @ g P L1

locpRdq.
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Extrapolación y espacio BMOρpwq

Teorema

r ¥ 1: T : L8pwq Ñ BMOρpwq, @w tal que w�r P Aρ1

ó

T : Lppwq Ñ Lppwq, @ p ¡ r, @w P Aρp{r

&

r   p, γ   8 :
�������¸

i

|Tfi|
γ
	1{γ ������

Lppwq
À

�������¸
i

|fi|
γ
	1{γ ������

Lppwq
, @w P Aρp{r

Demostración :

Hipótesis ùñ M 7
ρ � T : L8pvq ÝÑ L8pvq, @v tal que v�r P Aρ1

ó 2o Teo. Extrapolación

ˆ
Rd
|Tf |pw À

ˆ
Rd
|pM 7

ρ � T qf |
pw À

ˆ
Rd
|f |pw, @w P Aρp{r
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Aplicaciones: Integrales Singulares asociadas a ρ

Definición

El núcleo Kpx, yq pertenece a Sρp8q si:

Tamaño: Para cada N ¡ 0,

|Kpx, yq| ¤ CN
1

|x� y|d

�
1�

|x� y|

ρpxq


�N

.

Suavidad: Para cada M ¡ 0 y algún δ ¡ 0,

|Kpx, yq �Kpx0, yq| ¤ CM
|x� x0|

δ

|x� y|d�δ

�
1�

|x� y|

ρpxq


�M

,

siempre que |x� x0| ¤
|x�y|

2 .
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Aplicaciones: Integrales Singulares asociadas a ρ

Definición

El núcleo Kpx, yq pertenece a Sρpsq si existe s ¡ 1 tal que:

Tamaño: Para cada N ¡ 0,

� ˆ
R |x�x0|¤2R

|Kpx, yq|sdy


1{s

¤ CNR
�d{s1

�
1�

R

ρpx0q


�N

,

para todo x P Bpx0, rq y R ¥ 2r.

Suavidad:(Hörmander-s) Para cada τ ,

¸
k¥1

kp2krqd{s
1

�
1�

2kr

ρpx0q


τ� ˆ
2k�1Bz2kB

|Kpx, yq �Kpx0, yq|
sdy


1{s

¤ Cτ

para toda bola B � Bpx0, rq con r ¤ ρpx0q y todo x P B.
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Aplicaciones: Integrales Singulares asociadas a ρ

Sea T un operador integral (singular) con núcleo Kpx, yq.

T de tipo fuerte pp, pq, p ¡ 1, p � 1
+

K P Sρp8q

T de tipo débil ps1, s1q, s ¡ 1
+

K P Sρpsq

ó ó

T : L8pwq ÝÑ BMOρpwq

@ w{ w�1 P Aρ1

T : L8pwq ÝÑ BMOρpwq

@ w{ w�s1 P Aρ1

ó ó

T : Lppwq Ñ Lppwq, @ p ¡ 1

T : Lplγ pwq Ñ Lplγ pwq, @ p, γ ¡ 1

@ w P Aρp

T : Lppwq Ñ Lppwq, @ p ¡ s1

T : Lplγ pwq Ñ Lplγ pwq, @ p, γ ¡ s1

@ w P Aρp{s1
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Aplicaciones en el contexto Schrödinger

Operadores con núcleo en Sρp8q: Sea V P RHq con q ¡ d{2.

1 R � ∇p�∆� V q�1{2, q ¥ d.

2 R� � p�∆� V q�1{2∇, q ¥ d.

3 ∇p�∆� V q�1∇, q ¥ d.

4 p�∆� V qiη con η P R.

Operadores con núcleo en Sρpsq : Sea V P RHq con q ¡ d{2.

1 p�∆� V q�1{2V 1{2, s � 2q.

2 p�∆� V q�1V , s � q.

3 R� � p�∆� V q�1{2∇, 1
s �

1
q �

1
d y q   d.

Estos operadores satisfacen las condiciones para pertenecer a Sρp8q y Sρpsq.

Condiciones de acotación, probadas por [S, 95].

Condiciones de tamaño y suavidad, probadas por [S, 95], [GLP, 08] y
algunas son nuevos.
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E S P A C I O D E H A R D Y A S O C I A D O A ρ



Espacios de Hardy-Schrödinger con pesos

En [DZ, 99] ÝÑ H1
Lpwq con w � 1.

×
Descomposición atómica y caracterización por R.

En [LTZ, 12] ÝÑ H1
Lpwq con w P A1.

Espacio de Hardy-Schrödinger

Para w P Aρ1,

H1
Lpwq �

!
f P L1pwq : T �f � sup

t¡0
|e�tLfpxq| P L1pwq

)
,

e�tLfpxq �

ˆ
Rd
ktpx, yqfpyq dy, }f}H1

Lpwq
.
� }T �f}L1pwq

Pregunta: ¿ Existe una caracterización maximal dependiendo sólo de ρ ?
.
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Descomposición atómica y caracterización por R.

En [LTZ, 12] ÝÑ H1
Lpwq con w P A1.

Espacio de Hardy-Schrödinger

Para w P Aρ1,

H1
Lpwq �

!
f P L1pwq : T �f � sup

t¡0
|e�tLfpxq| P L1pwq

)
,

e�tLfpxq �

ˆ
Rd
ktpx, yqfpyq dy, }f}H1

Lpwq
.
� }T �f}L1pwq

Pregunta: ¿ Existe una caracterización maximal dependiendo sólo de ρ ?
.

Defensa de Tesis ()Análisis en el semigrupo... 26 / 45



Espacios de Hardy asociados a ρ

Pregunta: ¿ Existe una caracterización maximal dependiendo sólo de ρ ?

Espacio de Hardy-Schrödinger

Para una ρ y un peso w,

H1
ρpwq �

!
f P L1pwq : W�

ρ fpxq � sup
0 t ρpxq2

|Wtfpxq| P L
1pwq

)
,

Wtfpxq �
1

p4πtqd{2

ˆ
Rd
e�

|x�y|2

4t fpyq dy, }f}H1
ρpwq

.
� }W�

ρ f}L1pwq

¿Cómo se relacionan?

Teorema

Si ρ � ρV ùñ H1
ρpwq � H1

Lpwq para w P Aρ1.
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ρpwq

.
� }W�

ρ f}L1pwq

¿Cómo se relacionan?

Teorema

Si ρ � ρV ùñ H1
ρpwq � H1

Lpwq para w P Aρ1.
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Descomposición Atómica

Átomos:

Una función a : Rd Ñ C es un pρ, wq-átomo si:

sop a � Bpx0, rq, r ¤ γρpx0q. γ � γpc0, dq ¡ 1

}a}8 ¤
1

wpBpx0, rqq
.

ˆ
apxq dx � 0, si r   ρpx0q{γ.

Teorema

Si w P Aρ1 :
f P H1

ρpwq ðñ f �
°
j λjaj ,

� °
j |λj |   8

�
&

}f}H1
ρpwq

� ı́nf
!¸

j

|λj | : f �
¸
j

λjaj

)
.
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Caracterización de H1
ρpwq por Transformadas de Riesz

Transformada de Riesz ρ-local

η P C8
0 pRq.

0 ¤ η ¤ 1.

η � 1 en Bp0, 1q.

Radial.

sop � Bp0, 2q.

Rρjfpxq
.
� v.p.

ˆ
kjpx� yq η

�
|x� y|

ρpxq



fpyq dy, kjpzq �

zj
|z|d�1

.

Teorema

Si w P Aρ1 :
f P H1

ρpwq ðñ f, Rρjf P L
1pwq, j � 1, ..., d.

&

}f}H1
ρpwq

� }f}L1pwq �
ḑ

j�1

}Rρjf}L1pwq.
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Caso Schrödinger: H1
ρpwq � H1

Lpwq

Vale la caracterización por tRρj u
d
j�1.

¿ Vale también una caracterización por tRju
d
j�1 (transformadas de Riesz-

Schrödinger) ?

Teorema

Sea L � �∆� V con V P RHq:

q ¥ d y w P Aρ1.
ÕÖ

f P H1
Lpwq ðñ f, Rjf P L1pwq

Ô×
d
2   q   d y ws

1

P Aρ1 con 1
s �

1
q �

1
d .

En ambos casos,

}f}H1
Lpwq

� }f}L1pwq �
ḑ

j�1

}Rjf}L1pwq.
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Acotación de Integrales Singulares en H1
Lpwq

Sea T un operador integral (singular) con núcleo Kpx, yq.

T : Lp Ñ Lp, @ p ¡ p0, p0 ¥ 1

+

K P S 1p8q

ó

T : H1
Lpwq ÝÑ L1pwq

@ w P Aρ1

Ejemplos: V P RHq con q ¡ d{2.

1 R � ∇p�∆� V q�1{2, q ¥ d.

2 R� � p�∆� V q�1{2∇, q ¥ d.

3 ∇p�∆� V q�1∇, q ¥ d.

4 p�∆� V qiη con η P R.
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Extrapolación desde H1
Lpwq

Motivación:
S : H1

Lpwq ÝÑ L1pwq, w P Aρ1

ó

ˆ
Rd
|Sf |w ¤ C

ˆ
Rd
|T �f |w, w P Aρ1

¿ ó ?

ˆ
Rd
|Sf |p w ¤ C

ˆ
Rd
|T �f |p w ¤ C

ˆ
Rd
|f |p w, w P Aρp, p ¡ 1

Obs: T � : L1pwq ÝÑ{ L1pwq, w P Aρ1.

T � : Lppwq ÝÑ Lppwq, @ p ¡ 1, @w P Aρp.
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Extrapolación desde H1
Lpwq

Teorema

Sea 1   s ¤ 8. ˆ
Rd
|Sf | w À

ˆ
Rd
|Tf | w, @w tal que ws

1

P Aρ1.

ó

@ 1   p   s,
ˆ
Rd
|Sf |p w À

ˆ
Rd
|Tf |p w,

@w tal que w� 1
p�1 P Aρp1{s1 .

Corolario

Sea 1   s ¤ 8.

S : H1
Lpwq ÝÑ L1pwq, @w tal que ws

1

P Aρ1.

ó

@ 1   p   s,
S : Lppwq ÝÑ Lppwq,

@w tal que w� 1
p�1 P Aρp1{s1 .
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C O M P A R A C I Ó N D E O P E R A D O R E S



Comparación

ˆ
Rd
|Tfpxq|pwpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
|Sfpxq|pwpxq dx.

T operador con cierta singularidad (e.j., un operador integral singular).

S operador en principio más manejable (e.j., operador maximal).

w en una cierta clase de pesos.

Ejemplos

Para 0   p   8 y w P A8 �
�
p¥1Ap,

1

ˆ
Rd
|Tf |pw dx ¤ C

ˆ
Rd
pMfqpw dx, [C-F, ’72]

2

ˆ
Rd
pMfqpw dx ¤ C

ˆ
Rd
pM#fqpw dx, [F-S, ’72]

3

ˆ
Rd
|Iαf |

pw dx ¤ C

ˆ
Rd
pMαfq

pw dx, [M-W, ’74]

Método clásico: desigualdades de tipo good-λ.
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Comparación

Nueva técnica: desarrollada por [CMP, 04’] basada en tres ingredientes

1 Una desigualdad bastante general debido a A. Lerner.ˆ
Rd
fpxqwpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
M#fpxqMwpxq dx, f ¥ 0.

2 Estimaciones puntuales para la función maximal sharp de Tf .

M#p|Tf |qqpxq ¤ CrMfpxqsq, q P p0, q0q,

3 Extrapolación.

Esquema:

1

Para w P A1 y 0   q   q0,

ˆ
Rd
|Tf |qw dx ¤ C

ˆ
Rd
M#p|Tf |qqMw dx ¤ C

ˆ
Rd
|Mf |qw dx.

2 Extrapolación ùñ }Tf}Lppwq À }Mf}Lppwq, @ p ¡ 0 y @ w P A8.
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Maximal y pesos locales

Bρ �
 
Bpy, rq : y P Rd, r ¤ ρpyq

(
es una base de Muckenhoupt

Maximal local:

M loc
ρ fpxq � sup

BPBρ,BQx

1

|B|

ˆ
B

|fpyq| dy.

Pesos Locales: Aρ,loc8 �
�
p¥1A

ρ,loc
p ,

w P Aρ,locp :

�  
B

w


1{p�  
B

w1�p1

1{p1

¤ C, @B P Bρ.

w P Aρ,loc1 :

 
B

w ¤ C ı́nf
B
w @B P Bρ.

Ap � Aρp � Aρ,locp .

Acotación:

M loc
ρ : Lppwq Ñ Lppwq para w P Aρ,locp , p ¡ 1.
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Extrapolación (Ingrediente 3)

Teorema [CMP, 04’]

Supongamos que para algún q0, 0   q0   8, y para todo 0   q   q0 y w P Aloc
1 ,ˆ

Rd
|Tfpxq|qwpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
|Sfpxq|qwpxq dx.

Entonces, para todo 0   p   8 y w P Aloc
8 ,ˆ

Rd
|Tfpxq|pwpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
|Sfpxq|pwpxq dx.

Además, para todo p y γ tales que 0   p, γ   8, y todo w P Aloc
8 , se cumple����

����
�¸

i

|Tfi|
γ


1{γ ����
����
Lppwq

¤ C

����
����
�¸

i

|Sfi|
γ


1{γ ����
����
Lppwq

.

Defensa de Tesis ()Análisis en el semigrupo... 38 / 45



Desigualdad de Lerner asociada a ρ (Ingrediente 1)

Teorema

f, w ¥ 0 y f, w P L1
locpRdq :ˆ
Rd
fpxqwpxq dx ¤ C

ˆ
Rd
M#

ρ fpxqM
loc
ρ wpxq dx.

M 7
ρfpxq � sup

xPBPBρ

 
B

|f � fB | � sup
xPB�Bpy,ρpyqq

 
B

|f |.

M loc
ρ fpxq � sup

BPBρ,BQx

1

|B|

ˆ
B

|f |.
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Operadores Integrales Singulares

Teorema

0   p   8 y 1   s ¤ 8.

T de tipo débil ps1, s1q con núcleo K en Sρpsq.

Entonces para cualquier θ ¡ 0 existe una constante Cθ tal que

ˆ
Rd
|Tf |pw dx ¤ Cθ

ˆ
Rd
|Mθ

ρ,s1f |
pw dx.

Además, para todo 0   r   8:

����
����
�¸

i

|Tfi|
r
	1{r

����
����
Lppwq

¤ Cθ

����
����
�¸

i

|Mθ
ρ,s1fi|

r
	1{r

����
����
Lppwq

.

w P Aρ,loc8 .

Mθ
ρ,s1fpxq � sup

r¡0

�
1�

r

ρpxq


�θ�  
Bpx,rq

|f |s
1

1{s1

.
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Conmutadores de Integrales Singulares

rb, T sf � b Tf � T pbfq.

Teorema

0   p   8 y 1   s ¤ 8.

T de tipo débil ps1, s1q con núcleo K en Sρpsq.

Entonces para cualquier θ ¡ 0 existe una constante Cθ tal que

ˆ
Rd
|rb, T sf |pw dx ¤ Cθ

ˆ
Rd
|Mθ

ρ,ψs1
f |pw dx.

w P Aρ,loc8 .

Mθ
ρ,ψs1

fpxq � sup
r¡0

�
1�

r

ρpxq


�θ
}f }ψs1 ,Bpx,rq, ψs1ptq � ts

1

logp1� tqs
1

.

b P BMO8
ρ , i.e. Dσ ¡ 0:

 
B

|bpyq � bB |dy ¤ C

�
1�

r

ρpxq


σ
, @B � Bpx, rq � Rd.
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Entonces para cualquier θ ¡ 0 existe una constante Cθ tal que

ˆ
Rd
|rb, T sf |pw dx ¤ Cθ

ˆ
Rd
|Mθ

ρ,ψs1
f |pw dx.

w P Aρ,loc8 .

Mθ
ρ,ψs1

fpxq � sup
r¡0

�
1�

r

ρpxq


�θ
}f }ψs1 ,Bpx,rq, ψs1ptq � ts

1

logp1� tqs
1

.

b P BMO8
ρ , i.e. Dσ ¡ 0:

 
B

|bpyq � bB |dy ¤ C

�
1�

r

ρpxq


σ
, @B � Bpx, rq � Rd.

Defensa de Tesis ()Análisis en el semigrupo... 41 / 45



Conmutadores de Integrales Singulares

rb, T sf � b Tf � T pbfq.

Teorema

0   p   8 y 1   s ¤ 8.
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Desigualdades puntuales (ingrediente 2)

Teorema

0   p   8 y 1   s ¤ 8.

T de tipo débil ps1, s1q con núcleo K en Sρpsq.

Entonces para cualquier θ ¡ 0 existe una constante Cθ tal que

Para 0   q   1,

M 7
ρp|Tf |

qqpxq ¤ Cθ rM
θ
ρ,s1fpxqs

q.

Para q   ε,

M 7
ρp|rb, T sf |

qqpxq ¤ Cθ
 
rM loc

ρ pTfqεpxqs1{ε � Mσ
ρ,ψs1

fpxq
(q
.
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Aplicación en el contexto Schrödinger

Sea V P RHq, q ¡ d{2.

T0� Liη, R, R�pq ¥ dq.

T1� L�1{2V 1{2, T2� L�1V, T3� R�pq   dq.

T0   tMθ
ρ uθ¡0

s1 � 2qÕ
Ti   tMθ

ρ,s1i
uθ¡0 ÝÑ s2 � q

× 1
s3
� 1

q �
1
d

rb, T0s   tMθ
ρ,ψuθ¡0, ψptq � t logp1� tq

rb, Tis   tMθ
ρ,ψs1

i

uθ¡0, ψs1iptq � ts
1
i logp1� tqs

1
i
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