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RESUMEN. Este trabajo tiene por objeto ilustrar y mostrar una herramienta informética
basada en analisis armoénico discreto que, alimentada con datos precisos de hébitat y
conectividad de las diferentes ciudades que integran el AMBA, puede ser 1til para pre-
decir y para simular resultados de intervenciones gubernamentales en pos de disminuir,
atenuar y demorar la evolucién de la pandemia en al mayor conglomerado urbano de la
Argentina. Observamos también que el esquema puede adecuarse a barrios de ciudades
y a barrios dentro de las 41 ciudades que integran el AMBA. La técnica bésica es la
construccién de métricas difusivas que permiten medir distancias entre distintas ciuda-
des en términos que no son los geograficos usuales y bosquejar posibles dindmicas de la
propagacién de la pandemia en grandes escalas. Al mismo tiempo pueden simularse las
métricas que se obtendrian suprimiendo o disminuyendo conectividades entre distintos

distritos.

1. INTRODUCCION

En una comunidad como la de AMBA, con una gran poblacién pero sobre todo con
una notable heterogeneidad social y habitacional, no es de esperar, y es evidente por los
datos dentro de CABA, que exista un Ry tnico independiente del conglomerado urbano
en consideracion. Por otra parte, los intentos de generar un medio homogéneo tedrico con
un Ry promedio corren el riesgo de inducir medidas sanitarias de testeo y aislamiento que
sean ineficientes por defecto en algunos lugares o innecesarias por exceso en otros. De
esto resulta claro que si se toman las medidas sanitarias y de aislacién que corresponden

al peor Ry, entonces toda la sociedad estarda mejor protegida contra la pandemia.

Los modelos SIR o sus generalizaciones son buenos predictores frente a concentraciones
urbanas homogéneas con un Ry que represente bien los intervalos de duplicacién de la
pandemia en toda la poblacién. Es claro que, pensando en los 41 municipios que integran

AMBA, asi como entre los distintos barrios de CABA, tal homogeneidad es inexistente.
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Entonces puede considerarse el problema de resolver SIR dentro de subregiones o sub-
poblaciones que puedan considerarse homogéneas. Pero estos diferentes conglomerados
urbanos homogéneos tienen momentos de inicio de los contagios diferentes. Lo hemos
observado empiricamente por el tiempo que transcurrié entre los ingresos del virus por
infectados en viajes internacionales y el inicio de la pandemia en Villa 31 de Retiro en
CABA.

Esto plantea problematicas de diferentes escalas. Una intracomunitaria dentro de cada
comunidad homogénea con los métodos de Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias de
tipo SIR y al menos otra intercomunitaria que nos permita detectar el tiempo inicial de

la pandemia en cada una de las comunidades de un conglomerado mucho mayor.

El AMBA, con sus 41 localidades, 40 del conurbano bonaerense mas CABA ofrece una
macroestructura suficientemente grande y diversa como para hacer una primera aproxi-
macion a la modelizacion de la manera en la que la pandemia se difunde entre estas 41
localidades. Hay muchos aspectos que con abundancia de datos pueden ponerse en con-
sideracion para identificar caracteristicas propias de cada localidad. Y hay muchos otros
aspectos que pueden caracterizar el grado de conectividad entre poblaciones diferentes.
Es casi innecesario enfatizar sobre el papel central que CABA ejerce sobre el sistema dado
el grado de conectividad de CABA con todas las otras 40 poblaciones de AMBA.

Un primer modelo elemental que puede dar cuenta de caracteristicas propias de cada
comunidad y del grado de conectividad entre ellas para formar un grafo ponderado es el
siguiente. Consideramos modelos con varias caracteristicas béasicas de cada localidad, uni-
formidad, poblacién, densidad de infectados activos en una fecha fija, etcétera. En cuanto
a la ponderacion de las aristas del grafo que guarda alguna relacion con el movimiento de
personas entre un distrito y otro, consideramos cantidad y calidad de transporte piblico
que une cada una de las 41 ciudades con cualquier otra. Asi obtenemos dos entidades
matematicas: un vector de 41 entradas con la normalizacién a probabilidad de las ca-
racteristicas de cada poblacién de cada una de las 41 localidades y una matriz simétrica
con 1681 entradas y diagonal nula, en la que en la entrada ¢, j hay una ponderacion
de la conectividad via transporte publico entre las localidades ¢ y j. Consideramos en
este punto que, aunque algunos de los medios de transporte ptblico que en normalidad
funcionan y hoy estan restringidos por medidas preventivas, el coeficiente que pondera
una arista definido en términos del transporte publico, tiene todavia un representacion

de la cantidad de viajes que se realizan por transporte privado bajo las restricciones que
impone COVID-19.



Estos dos datos permiten calcular el operador de Laplace del grafo y su analisis es-
pectral. Desde esta estructura se pueden construir métricas, la de Coifman-Lafon [CL06|
o la de Frink [AAG20]. La primera se ha dado en llamar “métrica difusiva” y, ambas
dan una nocién de cercania entre dos localidades que no siempre se corresponde con la
distancia geografica y que podria sugerir cuales localidades son cercanas para el avance

de COVID-19. En esta primera parte del trabajo abordamos esta parte del analisis.

Por otro lado, a partir de datos recopilados en http://www.elldigital.com.ar/.../90161-
el-mapa-del-coronavirus-en-el-conurbano y el analisis espectral, autovalores y autovecto-
res del Laplaciano en el grafo de 41 vértices y 1681 aristas, podemos resolver explicita-
mente la ecuacién de difusién con condicion inicial dada por el dato diario en esa pagina
web. Exactamente como si fuera la difusién de la energia térmica en una barra metalica
heterogénea, aislada y con una distribucion inicial dada. Resulta claro que NO estariamos
midiendo aqui el nimero de infectados en cada localidad sino sélo veremos como es el
frente de propagacién de la pandemia con el transcurso del tiempo, y eventualmente
cuales serian las localidades a las que la pandemia llegaria antes si no se interrumpen

algunas o varias de las conectividades que la matriz describe.

Para armar la matriz de conectividad se han utilizado datos de todos los medios de
transporte publicos en AMBA comprendidos por el Sistema Unico de Boleto Electrénico

(SUBE), provistos por el Ministerio de Transporte de la Nacién.

Organizamos este trabajo de la siguiente manera: en la Seccién 2 introducimos breve-
mente el modelo matematico en sus tres componentes principales, que son el operador
de Laplace, la ecuacion de Difusion y la métrica difusiva. En la Seccion 3 exhibimos y
ponemos a consideracion la matriz de conectividad construida para AMBA con datos
SUBE, y el vector de ponderaciéon de cada una de las 41 localidades. Ademas expone-
mos para algunos valores del tiempo las métricas difusivas y graficamos bolas métricas
de diferentes radios que permiten dar una idea de proximidad o lejania vistas con la
dinamica del avance del virus para diferentes localidades de AMBA. En otros informes
se mostraran resultados de metrizacién por el método de Frink desarrollado en [AAG20]
y se incluiran ejemplos de modificacién de estas métricas si se instrumentan medidas de

aislacion o restriccion de algunas localidades.

2. EL OPERADOR DE LAPLACE, LA METRICA DIFUSIVA Y LA ECUACION DE
DIFUSION EN EL GRAFO AMBA

Esta seccion es la mas tedrica, aunque sencilla, y tiene por objeto fijar la terminologia

y fijar el contexto.


http://www.el1digital.com.ar/articulo/view/90161-el-mapa-del-coronavirus-en-el-conurbano
http://www.el1digital.com.ar/articulo/view/90161-el-mapa-del-coronavirus-en-el-conurbano

Sea C = {c1,¢q,...,c41} el conjunto de las ciudades (partidos) que constituyen el
AMBA (Area Metropolitana Buenos Aires).

A cada ¢; € C le corresponde un nimero positivo a; entre cero y uno que representa

a la normalizacién de la caracteristica particular de la poblacién de la ciudad ¢;. La
L o 41 -

normalizacién es probabilistica: ) ;_; a; = 1. Denotamos por @ al vector de componentes

a;.

Ademas de la ponderaciéon de cada ciudad, hemos cuantificado el flujo urbano entre
cada par de ciudades ¢; y c¢; en términos de los viajes realizados entre ellas utilizando
el transporte ptublico en un dia de semana tipico previo al aislamiento impuesto por
la pandemia, a partir del andlisis de datos provistos por el Sistema Unico de Boleto
Electrénico (SUBE). Esto nos da una matriz de 41 x 41 entradas que mide, de algin
modo, el grado de conectividad entre ¢; y ¢; para cada i = 1,2,...,41 y para cada

7 =1,2,...,41. Cada uno de los pesos en esta matriz W se denota con W5

Dado que para nuestro modelo nos interesa conocer cual es la movilidad entre cualquier
par de ciudades, independientemente de cual es el distrito de origen y de cual es el de
destino, la matriz resulta simétrica. Y como esta tiene en cuenta solo el trafico inter-
comunitario, entonces su diagonal es nula. Por lo tanto, W contiene un total de 820 datos
de conectividad. En la Seccién 3 la escribiremos explicitamente. Esta matriz también esta

normalizada a probabilidad, en el sentido que Zﬁl 2?1:1 w;; = 1.

Esta doble estructura de concentracién y afinidad genera métricas naturales en el con-
junto de los vértices (ciudades) que pueden dar una idea de proximidad entre ellos que
no coincide con la geografica pero que es mas realista en términos de la conectividad del

grafo.

La construccion de la métrica se basa en la posibilidad de modelizar difusiones en el
grafo. Para esto un operador de Laplace definido sobre funciones reales sobre el grafo es
la pieza clave. Sea f : C — R una funcién real definida en los vértices o, si se quiere,
un vector con 41 entradas reales cualesquiera. El Laplaciano de f es otra funcion real

definida sobre C por
Lo
Af(i) = =D Jwi(£(5) = £(0)).
(2 jzl

Asi definido, el operador Laplaciano es semidefinido negativo y simétrico (autoadjunto).
Entonces existe una sucesiéon finita de escalares no positivos \g = 0> A\ > Ay > ... ¥y
una sucesion finita de funciones ¢g, ¢1, ¢, ... definidas en C tales que
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v {¢;} es una base de R*! el espacio de todas las funciones definidas en C. En algtin sentido,
que el analisis armonico estudia y usa desde hace mucho tiempo, toda la informacién
contenida en nuestros datos @ y W se encuentra resumida y organizada jerarquicamente
en la resolucién espectral {\;, ¢;} que se obtiene por métodos algebraicos del operador de

Laplace.

En particular es ahora sencillo resolver la ecuacion de difusién con condicion inicial
g:C—R,
% =Au; wu(it);i=1,2,...,41;t>0
D : .
(D)4 u(i,0) = g(i)

Es facil ver que u(j,t) = > ;5 e (g, ¢;) ¢5(j), donde (g, ¢;) = ?il a;g(1);(1). Esta
férmula provee una difusiéon que muestra cémo se propaga con el transcurso del tiempo

una “senal” inicial g definida en C.

Pero esta férmula induce también una familia de métricas en C. Son llamadas métricas
difusivas y se deben a Coifman y Lafon [CLO06]. Para tiempo ¢ positivo y fijo definimos

la distancia difusiva a tiempo ¢ entre las ciudades ¢; y ¢; por la formula

di(i,5) = [> e [ou(i) — ¢i(4))*

>0

Es sencillo probar que d; es una métrica y resulta claro que, puesto que los A\; son menores
o iguales que cero, cuando t crezca la métrica desdibujara el papel de las autofunciones

que no correspondan al autoespacio del autovalor cero.

Cuando una métrica esta dada en el conjunto C, una idea de la geometria, de la pro-
ximidad y del vecindario de una localizacion lo proveen las bolas métricas. Para ¢ > 0

denotamos con By(i,r), para i =1,2,...,41 y r > 0 al conjunto

Bi(i,r) = {j : di(i,j) <r}.

Las coronas métricas, que nos proveen una idea de cambio de la forma y el tamano de

las bolas a tiempo fijo y cuando r aumenta, son los conjuntos

Cy(i,r, R) = B,(i, R) \ Bt(i%r) — {j: r<di,j) <R}



3.

CONECTIVIDAD Y DENSIDAD AMBA (T,D) (TRANSPORTE Y DENSIDAD)

El siguiente mapa y sus referencias indican la numeracion de los vértices en la cons-

truccién de los datos @ y W correspondientes a AMBA.
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Almirante Brown 15. Avellaneda 29. Berazategui
Berisso 16. Brandsen 30. CABA
Campana 17. Cafiuelas 31. Ensenada
Escobar 18. Esteban Echeverrfa 32. Exaltacién de laCruz
Ezeiza 19. Florencio Varela 33. General Las Heras
General Rodriguez 20. General San Martin 34. Hurlingham
Ituzaing6 21. José C. Paz 35. La Matanza
Lants 22. LaPlata 36. Lomas de Zamora
Lujan 23. Marcos Paz 37. Malvinas Argentinas
. Moreno 24. Merlo 38. Morén
. Pilar 25. Presidente Perén  39. Quilmes
. San Fernando 26. San Isidro 40. San Miguel
. San Vicente 27. Tigre 41. Tres de Febrero
. Vicente Lopez 28. Zarate
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Para completar la matriz de conectividad se usaron los datos de SUBE del dia 4 de
marzo de 2020 (previo a la disposiciéon ASPO). A partir del andlisis de los registros de

utilizaciéon de la tarjeta SUBE en los medios de transporte piblico (trenes, colectivos

y subte) logramos estimar la cantidad de personas que se movilizaban por tales medios

entre cada par de distritos del AMBA. La entrada w;; consigna entonces el nimero de

pasajeros que hubo en ese dia entre los distritos ¢; y ¢;. Luego de la normalizacién a

probabilidad, se obtiene la siguiente matriz




donde la matriz W' es la siguiente

. 2
la matriz W

: 3
la matriz W

5 1,842E-05| 1,67459E-06) 1,9258E-05| 0,00012476| 2,2607E-05| 9,2102E-06| 8,373E-07 2,6793E-05 0,00315535 2,0932E-06| 0| 0| 3,7678E-06| 0,00040106| 0,00112407| 4,6051E-06) 2,0514E-05 89591E-05| 5,0238E-06| 2,9724E-05)
A S o ammaro smmrod o] sose Tassicos sssmeon] " csovien| sisesern|”sasssear S| sl srimco siotces| acseoi] sowssas] i ssaceal oomesiss asmsees
18| 6,1123E-05) 3,3491B8E-06| 54424E-05 7,8706E-05 3,5166E-05 8,373E-07| 9,1265E-05) 0,0070651 4,1865E-07 0| 0| 3,4329E-05| 000158374 0,00477216| 1,0885E-05) 0,0001235| 0,00023947| 9,6289E-06| 7,5775E-05
. 4

y la matriz W
w T T T R e : P Y ST e e T e B e S W T I
26 2,3026E-05 7,117E06) 0,00018253 1,6327E-05) 0| 0,00314865 2,5119E-06| 3,098E-05| 0,00738704| 4,1865E-07| 2,51189E-06 0| 0,00022565| 0,00042576| 0,00021184| 0,00144936 0,0002223 6,5309E-05| 0,00044377| 0,00035962)
31| 0,00181567) 0| 0| 4,1865E-07 4,1865E-07 4,1865E-07 0| 1,9258E-05 5,5261E-05 0| 0 0| 0 1,57@ 3,7678E-06| 4,1865E-07 0| 1,9258E-05) 0 0|
32 ol o| 1,6746E-06] 0| 2,5119£08| 7,53576:06| 4,18656-06] o| 41027e-05 ol 0| o| 8373607 41855607| 4,18656-07| 4,1865E-06| 1,6746E-06| 4,18656-07| 6,6984E-06| 1,6746E-06|
e o e B e e e ol el osms oo oammmsser ossorams
P e e T e N T T Y = N T T T e =
41 1,8002E-05 3,8516E-05 1,4653E-05 462 2,5119€-06| 2,7212E-05| 0,01366801 0| 1,67459E-06| 1,2559E-06| 0,00067151| 0,00372806 0,0004266| ,000: 0,00184414| 5,4006E-05) 0,0010081 0|




La matriz W ha sido normalizada a probabilidad.

En cuanto al vector @ de ponderacion de cada nodo que admite una gran diversidad de

realizaciones, consideramos aqui tres casos particulares que pueden resultar relevantes:

(a.u) (uniforme) considera indistinguibles los 41 nodos de AMBA, a; = £; para todo i;

(a.p) (poblacién) considera la poblacién de cada distrito normalizada a probabilidad,

(a{ﬂ::[3.579363480758277621e—02, 5.788394180180012928e-03,
.318203353702244243e-03, 1.526833299263768116e-02, 1.311090646093637617e-02,
.566197863464147584e-03, 1.082927316897536532e-02, 2.770421312323734925e-02,
.171369114657205959e-03, 3.242490803462106524e-02, 2.263657730464147325e-02,
.046826547204704472e-02, 4.618755579951293148e-03, 1.602147489990880455e-02,
.133315455541013109e-02, 1.856995818571933500e-03, 3.766367981831693704e-03,
.220158427967411710e-02, 3.095184578728080865e-02, 2.545580139847833379e-02,
.840313204555365373e-02, 4.273592475524534001e-02, 3.978567001166944707e-03,
.629908149849021132e-02, 6.340111630451666404e-03, 1.749214280006333028e-02,
.771444895745634254e-02, 7.667657427579228566e-03, 2.189456911178398746e-02,
.841041086099826918e-01, 3.698248804397697657e-03, 2.187535447561851296e-03,
.042259329947925993e-03, 1.158762278137545100e-02, 1.365492608500590843e-01,
.880710031686192274e-02, 2.154631131361967392e-02, 1.907289081208175460e-02,
.979303262926556922e-02, 1.820434137045848569e-02, 2.059539632880732010e-02,

= W WL, P, N WL, NN RPN O
= N P, W N, W

(a.i/p) (densidad de infectados) considera la normalizacién del cociente infectados/poblacién

total en cada distrito,

(ai/p)::[3.205167782096091794e—02, 1.292287926397626963e-02,
.276182567333032904e-03, 1.906430428862160992e-02, 2.108510440253153970e-02,
.312566928229969010e-02, 1.696831382900065507e-02, 4.143987482412073153e-02,
.009061155045549128e-02, 1.231210460920429892e-02, 1.555273215377810450e-02,
.073796281174820205e-02, 1.179449579680185052e-02, 2.248178499713923348e-02,
.730776614466740804e-02, 7.005491564916179782e-03, 8.419211419793661000e-03,
.475667339869822708e-02, 2.046352575528753368e-02, 4.171439609020602401e-02,
.842357346102988305e-02, 1.133920772758370034e-02, 1.614469975311924252e-02,
.388754922258063698e-02, 2.564854000481441368e-02, 2.998100992472053569e-02,
2

.986149696948652857e-02, 8.801261983164363617e-03, 2.629216885213415608e-02,
8

= P, =, N OO N =, e,O
o N = N N P = e



1.287020400254462182e-01, 1.451033261375908948e-02, 5.203583095255035970e-03,
2.028276291235305007e-02, 2.497958429825594337e-02, 2.401421674111741539e-02,
3.519878284827589188e-02, 1.735859053412208003e-02, 2.472526919664944436e-02,
3.965957492073578922e-02, 2.469901978987302724e-02, 4.571597255398312382e-02]

Implementamos en Phyton el algoritmo para construir la métrica aplicado al vector @

y a la matriz W precedentes.

Un parametro que permanece indefinido en la construccién y que puede usarse para ca-
librar mejor resolucién es el parametro ¢t que no representa un tiempo real de propagacion

de la pandemia sino una variable de ajuste de la métrica.

En las gréficas que exhibiremos usaremos la notacién (b.t) para declarar el valor de t

en el que se construye la métrica difusiva.

Otro parametro de representacién que permite ver con claridad las localizaciones proxi-
mas y lejanas, en esta métrica particular, desde un nodo fijo es el radio de las bolas.

Usaremos aqui una notacién cromatica que queda determinada en cada grafica.

Los gréaficos que exhibimos estan todos centrados en CABA, que tiene el nimero 30
en la asignacion nodal del mapa. Los colores de los nodos corresponden a la “distancia
epidemioldgica” de los distintos distritos con CABA, en escala gradual entre los valores
minimo y méximo (de més claro a mas oscuro). Las aristas estdn dibujadas en escala de

grises de acuerdo a su peso, asignando grises mas oscuros a las de mayor peso.



Caso (a.u) y (b. 0,1)
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Caso (a.p) y (b. 0,05)
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Caso (a.i/p) y (b. 0,01)
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