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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Contexto Schrödinger

El operador de Schrödinger

Consideramos el operador de Schrödinger en Rd , con d ≥ 3

L = −∆ + V ,

donde V ≥ 0 satisface, para q >
d

2
,

(
1

|B|

ˆ
B
V (y)q dy

)1/q

≤ C

|B|

ˆ
B
V (y) dy .

Ejemplos: V ≡ 0, V ≡ cte, V (x) = |x |2, V (x) = |x |−2σ
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La función de radio cŕıtico

Dado un potencial V ∈ RHq, q >
d

2

ρ(x) = sup

{
r > 0 :

1

rd−2

ˆ
B(x ,r)

V ≤ 1

}

Si V 6≡ 0, 0 < ρ(x) <∞

Ejemplos:

V ≡ 0 ρ ≡ ∞
V ≡ cte ρ(x) ≡ 1

V (x) = |x |2 ρ(x) = (1 + |x |)−1
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La solución fundamental

Lu = f

u(x) =

ˆ
Γ(x , y)f (y)dy

No se conoce una forma expĺıcita para Γ(x , y)
Estimaciones:

1. Si V ∈ RHd/2, |Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−2

2. Si V ∈ RHd , |∇Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−1
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Estimaciones:

1. Si V ∈ RHd/2, |Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−2

2. Si V ∈ RHd , |∇Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−1



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Contexto Schrödinger

La solución fundamental

Lu = f

u(x) =

ˆ
Γ(x , y)f (y)dy

No se conoce una forma expĺıcita para Γ(x , y)
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Estimaciones:

1. Si V ∈ RHd/2, |Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−2

2. Si V ∈ RHd , |∇Γ(x , y)| ≤ CN(
1+ |x−y|

ρ(x)

)N
1

|x−y |d−1



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Contexto Schrödinger

Transformadas de Riesz-Schrödinger

Transformadas de Riesz-Schrödinger

Transformadas de RS de orden uno: R = ∇L−1/2 y R? = L−1/2∇

Transformadas de RS de orden dos: R2 = ∇2L−1 y R?2 = L−1∇2

Mediante cálculo funcional

L−1/2 = − 1

2π

ˆ
R

(−iτ)−1/2(L+ iτ)−1dτ

∇L−1/2f (x) =

ˆ
Rd

[
− 1

2π

ˆ
R

(−iτ)−1/2∇1Γ(x , y , τ)dτ

]
f (y)dy

Rf (x) =

ˆ
Rd

K(x , y)f (y)dy
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Transformadas de Riesz-Schrödinger

Idea

Lp estimates for Schrdinger operators with certain potentials
Z. Shen, 1995.
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Transformadas de Riesz-Schrödinger

Comparación con Riesz ”Clásicas”
Consideramos R0 = ∇(−∆) la transformada de Riesz clásica y K0

su núcleo asociado.

Rf (x) =

ˆ
Rd

K(x , y)f (y)dy

=

ˆ
B(x ,ρ(x))c

K(x , y)f (y)dy +

ˆ
B(x ,ρ(x))

K0(x , y)f (y)dy

+

ˆ
B(x ,ρ(x))

[K(x , y)− K0(x , y)] f (y)dy

1. Estimación para |K(x , y)| en B(x , ρ(x))c (tamaño)

2. Resultado para R0(x , y) en B(x , ρ(x))

3. Estimación para |K(x , y)− K0(x , y)| en B(x , ρ(x))
(comparación)
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Acotación en Lp

Resultados en Lp

Para R y R?, si V ∈ RHq

1. caso malo, d
2 ≤ q < d y

1

s
=

1

q
− 1

d
(comparación)

I R acotado en Lp para 1 < p ≤ s (óptimo)
I R? acotado en Lp para s ′ ≤ p <∞ (óptimo)

2. caso bueno, q ≥ d , R y R? son CZO, más aún,
(Aprovechando estimación puntual de |∇Γ|)

I |K(?)(x , y)| ≤ CN(
1 + |x−y |

ρ(x)

)N 1

|x − y |d

I |K(?)(x + h, y)−K(?)(x , y)| ≤ C |h|δ

|x − y |d+δ

Para R2 y R?2, si V ∈ RHq con q ≥ d
2 , (otro método)

I R2 acotado en Lp para 1 < p ≤ q (óptimo)

I R?2 acotado en Lp para q′ ≤ p <∞ (óptimo)
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2. caso bueno, q ≥ d , R y R? son CZO, más aún,
(Aprovechando estimación puntual de |∇Γ|)

I |K(?)(x , y)| ≤ CN(
1 + |x−y |

ρ(x)

)N 1

|x − y |d

I |K(?)(x + h, y)−K(?)(x , y)| ≤ C |h|δ

|x − y |d+δ

Para R2 y R?2, si V ∈ RHq con q ≥ d
2 , (otro método)

I R2 acotado en Lp para 1 < p ≤ q (óptimo)
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Clases de Pesos
Para p > 1, se define Aρ,∞p =

⋃
θ≥0

Aρ,θp , donde

w ∈ Aρ,θp si

( 
B
w

) 1
p
( 

B
w
−1
p−1

) 1
p′

≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
, ∀B = B(x , r)

Para p = 1, se define Aρ,∞1 =
⋃
θ≥0

Aρ,θ1 , donde

w ∈ Aρ,θ1 si

 
B
w ≤ C

(
inf
B

w

)(
1 +

r

ρ(x)

)θ
, ∀B = B(x , r)

w ∈ Dρ
µ si existe un θ ≥ 0 tal que

w(σB) ≤ Cσdµw(B)

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
, ∀B = B(x , r)
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, ∀B = B(x , r)

w ∈ Dρ
µ si existe un θ ≥ 0 tal que

w(σB) ≤ Cσdµw(B)

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
, ∀B = B(x , r)



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en Lp

Resultados en Lp(w)

Si V ∈ RHq,

1. caso bueno, q ≥ d ,
I R y R? acotados en Lp(w) para 1 < p <∞, si w ∈ Aρ,∞p

2. caso malo, d
2 ≤ q < d ,

I R? acotado en Lp(w) para s ′ < p <∞, si w ∈ Aρ,∞p/s′

I R acotado en Lp(w) para 1 < p < s, si w
−1
p−1 ∈ Aρ,∞p′/s′

También satisfacen desigualdades de tipo débil (1, 1) con pesos
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

BMO asociado a L

BMOL [Dziubanski et al, 2005]. f ∈ L1
loc(Rd) que satisface

I
1

|B|

ˆ
B
|f − fB | ≤ C1 para toda bola B y

I
1

|B|

ˆ
B
|f | ≤ C2, si B = B(x ,R) y R ≥ ρ(x).

BMOβ
L [Bongioanni, Harboure, Salinas, 2008] f ∈ L1

loc(Rd) que
satisface

I

ˆ
B
|f − fB | ≤ C1|B|β/d para toda bola B y

I

ˆ
B
|f | ≤ C2|B|β/d , si B = B(x ,R) y R ≥ ρ(x).
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BMO asociado a L

BMOL [Dziubanski et al, 2005]. f ∈ L1
loc(Rd) que satisface

I
1

|B|

ˆ
B
|f − fB | ≤ C1 para toda bola B y

I
1

|B|

ˆ
B
|f | ≤ C2, si B = B(x ,R) y R ≥ ρ(x).

BMOβ
L(w) [Bongioanni, Harboure, Salinas, 2008] f ∈ L1

loc(Rd) que
satisface

I
1

w(B)

ˆ
B
|f − fB | ≤ C1|B|β/d para toda bola B y

I
1

w(B)

ˆ
B
|f | ≤ C2|B|β/d , si B = B(x ,R) y R ≥ ρ(x).



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

Recordemos que...

Para R y R?, si V ∈ RHq

1. caso malo, d
2 ≤ q < d y

1

s
=

1

q
− 1

d
I R acotado en Lp para 1 < p ≤ s (óptimo)
I R? acotado en Lp para s ′ ≤ p <∞ (óptimo)

2. caso bueno, q ≥ d , R y R? son CZO, más aún,

I |K(?)(x , y)| ≤ CN(
1 + |x−y |

ρ(x)

)N 1

|x − y |d

I |K(?)(x + h, y)−K(?)(x , y)| ≤ C |h|δ

|x − y |d+δ

Para R2 y R?2, si V ∈ RHq con q ≥ d
2 ,

I R2 acotado en Lp para 1 < p ≤ q (óptimo)

I R?2 acotado en Lp para q′ ≤ p <∞ (óptimo)



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa comparación

Resultados en BMOβ
L(w) v́ıa comparación

Para R (caso bueno) y R? (ambos casos) [BHS, 2009]

Herramientas: (r < ρ(x), Bρ = B(x , ρ(x)) , Br = B(x , r))

1. Acotación en Lp para R?

2. Estimación para |K?(x , y)| en (Bρ)c (tamaño)

3. Resultado para R?0
4. Estimación para |K?(x , y)− K ?

0 (x , y)| en Br (comparación)

5. Estimación para
|[K?(x , y)− K ?

0 (x , y)]− [K?(z , y)− K ?
0 (z , y)]| en Bρ \ Br

(diferencia de diferencias)

6. Estimación para |K?(x , y)−K?(z , y)| en (Bρ)c (suavidad)

Para w en ciertas clases Ap (Muckenhoupt)
El rango de β depende de la suavidad
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa comparación

Tamaño R?

Si V ∈ RHq con q ≥ d (caso bueno)

|K?(x , y)| ≤ CN(
1 + |x−y |

ρ(x)

)N 1

|x − y |d

Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q < d (caso malo)

|K?(x , y)| ≤ CN(
1 + |x−y |

ρ(x)

)N 1

|x − y |d−1

 ˆ

B(y ,|x−y |/4)

V (u)

|u − y |d−1
du +

1

|x − y |
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Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa comparación

Suavidad R?

Si V ∈ RHq con q ≥ d (caso bueno). Si 0 < δ < 2− d/q

|K?(x , y)−K?(z , y)| ≤ |x − z |δ

|x − y |d+δ

siempre que |x − z | < |x − y |/2

Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q < d (caso malo)

|K?(x , y)−K?(z , y)| ≤

|x − z |δ

|x − y |d−1+δ

 ˆ

B(y ,|x−y |/4)

V (u)

|u − y |d−1
du +

1

|x − y |


siempre que |x − z | < |x − y |/2
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V́ıa comparación

Comparacion R? con R?
0

Si V ∈ RHq con q > d (caso bueno)

|K?(x , y)− K?
0 (x , y)| ≤ C

|x − y |d

(
|x − y |
ρ(x)

)2−d/q

Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q < d (caso malo)

|K?(x , y)− K?
0 (x , y)| ≤

C

|x − y |d−1

 ˆ

B(y ,|x−y |/4)

V (u)

|u − y |d−1
du +

(
|x − y |
ρ(x)

)2−d/q
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|K?(x , y)− K?
0 (x , y)| ≤

C

|x − y |d−1

 ˆ

B(y ,|x−y |/4)

V (u)

|u − y |d−1
du +

(
|x − y |
ρ(x)

)2−d/q
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Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa comparación

Para R?
2 ...

Acotación en BMOL [Dong, Liu, 2012]
Con algunas hipótesis adicionales:

1. V ∈ RHq, con q ≥ d (ρ(x) asociada a V )

2. |∇V | ∈ RHq̂, con q̂ ≥ d/2 (ρ̂(x) asociada a |∇V |)
3. ρ(x) ≤ C ρ̂(x) ≤ M, para M > 0 fijo
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Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa teorema T1

Operadores tipo CZ v́ıa T1
[Ma, Stinga, Torrea, Zhang, 2014] T acotado en Lp(Rd) tal que

Tf (x) =

ˆ
Rd

K (x , y)f (y)dy , f ∈ Lpc (Rd), c .t.p. x ∈ sop(f )c

Donde K satisface

I |K (x , y)| ≤ C

|x − y |d
(

1 + |x−y |
ρ(x)

)−N
para N > 0 y x 6= y ,

I |K (x , y)− K (x , z)|+ |K (y , x)− K (z , x)| ≤ C
|y − z |δ
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para |x − y | > 2|y − z |.
T es acotado en BMOβ

L para 0 < β < δ si y solo si
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|B|

ˆ
B
|T1(y)− (T1)B |dy ≤ C

(
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ρ(x0)

)β
,

para toda bola B = B(x0, r), x0 ∈ Rd y 0 < r < 1
2ρ(x0).
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Operadores tipo CZ v́ıa T1

I Aplica sólo en el caso bueno a R y R?

I Admite extensiones en algunos sentidos,

1. Clases más grandes de núcleos
2. Estudiar la clase de pesos
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Núcleos de tipo Hörmander

Consideramos K que satisface, para η > 1 y δ > 0,

(K ∈ H(η, δ))

I

(ˆ
R<|x0−y |<2R

|K (x , y)|ηdy

) 1
η

≤ CNR
− d
η′

(
1 +

R

ρ(x)

)−N
,

para todo N > 0, |x − x0| < r < R/2.

I

(ˆ
R<|x0−y |<2R

|K (x , y)− K (x0, y)|ηdy

) 1
η

≤ CR
− d
η′
( r

R

)δ
,

cuando |x − x0| < r ≤ ρ(x0), r < 2R.

Las condiciones puntuales (CZ) implican las de tipo Hörmander.
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa teorema T1

Resultado en BMOβ
L(w)

Teorema
Sea T un operador acotado en Lσ para σ > s ′, cuyo núcleo
asociado está en la clase H(η, δ). Sea w un peso en la clase Dρ

µ tal
que

w ∈
⋃
η>s′

RHη ∩ Aρ,∞s/η′ .

Sea 0 < β < 1 tal que β + d(µ− 1) ≤ min{δ, 1}. Entonces T está

acotado en BMOβ
L(w) si y sólo si existe una constante C tal que(

ρ(x0)

r

)β 1

|B|

ˆ
B
|T1(y)− (T1)B |dy ≤ C ,

para toda bola B = B(x0, r), x0 ∈ Rn y 0 < r < ρ(x0)/2.
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Teorema
Con las mismas hipótesis que el teorema anterior tenemos que T
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log
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ρ(x0)

r

)
1

|B|

ˆ
B
|T1(y)− (T1)B |dy ≤ C ,

para toda bola B = B(x0, r), x0 ∈ Rn y 0 < r < ρ(x0)/2.



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa teorema T1

Aplicaciones (no sólo las transformadas de RS)

Acotación en BMOβ
L(w) de los siguientes operadores:

I Las transformadas de Riesz L−1/2∇ para q > d
2

I Los operadores L−1V y L−1/2V 1/2,

I Operador maximal del semigrupo e−tL,

I Operador maximal del semigrupo de Poisson asociado,

I Función g de Littlewood-Paley para el semigrupo e−tL y para
el semigrupo de Poisson,

I Multiplicadores de la transformada de Laplace.
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V́ıa teorema T1

Aplicación a R
Las herramientas en el trabajo de BHS eran

1. Acotación en Lp para R
2. Estimación para |K(x , y)| en (Bρ)c (tamaño)

3. Resultado para R0

4. Estimación para |K(x , y)− K0(x , y)| en Br (comparación)

5. Estimación para |[K(x , y)− K0(x , y)]− [K(z , y)− K0(z , y)]|
en Bρ \ Br (diferencia de diferencias)

6. Estimación para |K(x , y)−K(x , y + h)| en (Bρ)c (suavidad)

¿Que pasa con 3, 4 y 5?
Se usan para probar la condición T1
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Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa teorema T1

Aplicación a R? y R?
2 (y una anecdota)

I Para R? usamos las herramientas probadas en BHS para ver
las estimaciones Hörmander del núcleo y probar la condición
T1.

I Para R?2 sólo conociamos la acotación en Lp y el resultado
para la transformada de Riesz clásica de orden 2.
Estudiando el núcleo asociado pudimos obtener

I Estimaciones Hörmander para el núcleo,
I comparación con el núcleo del operador clásico y diferencia de

diferencias,
I La condición T1.

Un d́ıa recordamos que R? = L−1/2∇ y R?2 = L−1∇2

La condición T1 se verifica trivialmente para estos operadores!
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I Para R?2 sólo conociamos la acotación en Lp y el resultado
para la transformada de Riesz clásica de orden 2.
Estudiando el núcleo asociado pudimos obtener

I Estimaciones Hörmander para el núcleo,
I comparación con el núcleo del operador clásico y diferencia de

diferencias,
I La condición T1.

Un d́ıa recordamos que R? = L−1/2∇ y R?2 = L−1∇2

La condición T1 se verifica trivialmente para estos operadores!



Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Acotación en espacios tipo BMO

V́ıa teorema T1

Algunas consecuencias de la suavidad y el tamaño
Dado un operador T y un śımbolo b

[T , b]f = T (bf )− bT (f )

De las estimaciones de tamaño y suavidad del núcleo asociado a
R?2 se desprende

I Acotación en Lp(w) de R?2 y de [R?2, b] para todo p > q′ y
para w ∈ Aρ,∞p/q′ , si b ∈ BMO∞(ρ) [Bongioanni, Cabral,

Harboure, 2013]
I Acotación en Lp(w) de R2 y de [R2, b] para todo p < q y

para w ∈ Aρ,∞p/q , si b ∈ BMO∞(ρ) [BCH, 2013]

I Tipo débil (1,1) respecto a w para R2 si wq′ ∈ Aρ,∞1 , [BCH,
2015]

I Desigualdad de tipo L log L débil para el conmutador [R2, b]
si b ∈ BMO∞(ρ) y wq′ ∈ Aρ,∞1 [BHS, 2012]
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[T , b]f = T (bf )− bT (f )

De las estimaciones de tamaño y suavidad del núcleo asociado a
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Desigualdades con pesos diferentes

Desigualdades con pesos diferentes
(o como aprovechar el resultado de comparación)

Estudiamos desigualdades del tipo

ˆ
|Tf |pw ≤ C

ˆ
|f |pMw ,

para T = R,R?,R2,R?2, w un peso, M una maximal adecuada

Antecedentes: Si M es la maximal de Hardy-Littlewood y S una
integral singular de CZ,

I
´
Rd |Mf |pw ≤ C

´
Rd |f |pMw , [Fefferman, Stein, 1971]

I
´
Rd |Sf |pw ≤ C

´
Rd |f |pM [p]+1w , [Perez, 1992]

I
´
Rd |Sf |pw ≤ C

´
Rd |f |pMφw , [Perez, 1992]
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Desigualdades con pesos diferentes

Partición del espacio en bolas cŕıticas

Existe una sucesión de puntos xk tal que la familia
{Qk = B(xk , ρ(xk))}k≥1 satisface

I Son un cubrimiento, ⋃
k≥1

Qk = Rd

I Con solapamiento controlado, para cada σ ≥ 1 existen
constantes C y N1 tales que∑

k≥1

χσQk
≤ CσN1 .

[Dziubanski, Zienkiewicz, 1999]
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Desigualdades con pesos diferentes

Localización

ˆ
|Rf |pw ≤

∑
n∈N

ˆ
Qn

|Rf |p w

=
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R(f χQ̃n
) +R(f χQ̃c

n
)± R0(f χQ̃n

)|p w

≤
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R(f χQ̃c
n
)|p w +

∑
n∈N

ˆ
Qn

|R0(f χQ̃n
)|p w

+
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R(f χQ̃n
)− R0(f χQ̃n

)|p w = I + II + III

I I: Estimación de tamaño del núcleo

I II: Resultado para R0 (C. Perez)

I III: Comparación
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Desigualdades con pesos diferentes

I - Maximales asociadas a L
Para θ ≥ 0 se define

Mθf (x) = sup
B(x0,r)3x

1(
1 + r

ρ(x0)

)θ 1

|B|

ˆ
B
|f |

Mθ � M para bolas grandes
w ∈ Aρ,∞p si y sólo si existe θ tal que Mθ es acotado en Lp(w)

[BCH, 2013]

El decaimiento extra en las estimaciones de tamaño permite
obtener

I =
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R(f χQ̃c
n
)|pw ≤ C

ˆ
|f |pMσ(w)
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Desigualdades con pesos diferentes

II - Resultado clásico localizado

Para f ∈ L1
loc se define

M loc f (x) = sup
B=B(x0,r): r≤ρ(x0)

B3x

1

|B|

ˆ
B
|f |

El resultado para integrales singulares de CZ nos permite obtener

II =
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R0(f χQ̃n
)|p w ≤ C

ˆ
|f |pM loc

φ w
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Desigualdades con pesos diferentes

III - Comparación

Para R, si q ≥ d tenemos

|K(x , y)− K0(x , y)| ≤ C

|x − y |d

(
|x − y |
ρ(x)

)1−d/q
.

Esta estimación de comparación nos permite obtener

III =
∑
n∈N

ˆ
Qn

|R(f χQ̃n
)− R0(f χQ̃n

)|p w ≤
ˆ
|f (y)|pM locw
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Desigualdades con pesos diferentes

Resultados para R y R2

I Si V ∈ RHq con q ≥ d (caso bueno), para 1 < p <∞ˆ
|Rf |pw ≤ C

ˆ
|f |p(Mθ + M loc

φ )w

I Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q < d (caso malo), para p < s con
1
s = 1

q −
1
d ˆ

|Rf |pw ≤ C

ˆ
|f |pMθ

(s/p)′w

I Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q, para p < qˆ
|R2f |pw ≤ C

ˆ
|f |pMθ

(q/p)′w
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Resultados para R? y R?
2

I Si V ∈ RHq con q ≥ d (caso bueno), para 1 < p <∞ˆ
|R?f |pw ≤ C

ˆ
|f |p(Mθ + M loc

φ )w

I Si V ∈ RHq con d/2 ≤ q < d (caso malo), para p > s ′ con
1
s = 1
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1
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Transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrödinger

Desigualdades con pesos diferentes

Trabajos en curso
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(u, v) = (w1(Mψw2)1−p, (Mφw1)w1−p
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