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INTRODUCCION

En esta tesis se estudian problemas relativos a operadores inte-
grales singulares y aproximaciones de la identidad en espacios de tipo ho-
mogéneo. Las técnicas de Calderdn-Zygmund para el tratamiento de integrales
singulares, han demostrado ser Gtiles afin en este contexto, ver por ejemplo
[CW] y [MS3]. Para la acotacidn en Lz, las técnicas que requieren el uso
de la transformada de Fourier no pueden ser adaptadas, puesto que no se cuen
ta con estructura algebraica. Sin embargo, en el Capitulo II se demuestra
que el método de Cotlar (ver [Col) puede ser generalizado, si se impone al
espacio una condicidn adicional que llamamos propiedad (P), que consiste
en la mayoracidn de la medida de cualquier corona por su amplitud. En el
mismo capitulo se demuestra el tipo débil (1,1) y la acotacidén en P del
operador maximal de las truncaciones.

En el Capitulo III se extiende el teorema de Z6 (ver [Z]) sobre
el tipo débil (1,1) de aproximaciones de la jdentidad, como consecuencia
de un resultado mids general (teorema (3.8)) en cuya demostracién se usa un
lema de cubrimiento tipo Besicovitch para espacios no necesariamente acota
dos, incluido en el Capitulo I. También se prueba que si la propiedad (P)
es satisfecha, este teorema puede ser aplicado para generalizar a espacios
de tipo homogéneo, y alin a espacios con menor simetria en la casi-distan-
cia, los resultados conocidos para ntcleos radiales en R". Asimismo se
presentan ejemplos de espacios de tipo homogéneo que carecen de la propie-

dad (P) en los cuales estas conclusiones no son validas.

El Capitulo IV estd dedicado al estudio del problema de Mucken-
houpt de acotacidén en espacios LP con pesos de los operadores considera-
dos en los capitulos anteriores. En este sentido se demuestra que, si los

nficleos tienen la suavidad adecuada, la condicidn Ap sobre el peso w



£ |

es suficiente para obtener desigualdades en LP (X, wdp). Finalmente se
prueba que, si el nlcleo integral singular satisface una propiedad de sua-
vidad andloga a la condicién de Dini en LY sobre la esfera unitaria de

Rp, la acotacién en norma p vale para pesos de la clase Ap/r'
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CAPTTULO T

ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE ESPACIOS

DE TIPO HOMOGENEO

En este capitulo se introducen las definiciones y los resultados
basicos sobre espacios de tipo homogéneo. Se obtiene un lema de cubrimien-
to que no requiere la propiedad de acotaci6n del conjunto cubierto. Esto
permite demostrar un lema tipo Calderdn-Zygmund sobre la descomposicitn de

y 1 . ;
funciones de L' en espacios no necesariamente acotados.

Finalmente se introduce una propiedad de los espacios de tipo ho
mogéneo normal, que serd denominada "propiedad P, y se dan ejemplos que

muestran que muchos de los espacios clasicos satisfacen esta condicidn.

Una funcibén d: XxX +1thj{0} serd llamada casi-distancia si

existe una constante k tal que

(1.1) d(x,y)=0 siy sdlosi Xx=Yy
(1.2) d(x,y) =d(y,x)

(1.3) d(x,y)s]g[d(x,z)-+d(z,y)]

para toda terna X,y,z de elementos de X.

Un conjunto X en el que estd definida una casi-métrica puede
ser dotado de la topologia inducida por la métrica asociada a la uniformi-
dad cuya base son los d-entornos de la diagonal de XxX:{(x, ) :d(x,y)< 1/n}.
Para esta topologia las bolas con centro en X radio r, B(x,r)={yeX:

d(x,y) <r}, forman un sistema de entornos del punto X.

Diremos que (X,d,p) es un espacio de tipo homogéneo si d es
una casi-distancia definida sobre el conjunto X, u es una medida positi-

va definida sobre una o-algebra de partes de X que contiene las bolas y



se cumple
(1.4) 0<u(B(x,21r)) < Ap(B(x,1)) < =

donde A es una constante independiente de xeX y T> 0. Nos referiremos

a k y A como las constantes del espacio.

Se dice que un espacio de tipo homogéneo (X,d,u) es acotado si
existen X,e X y R>0 tales que X=B(x0,R). En este caso toda bola
B(x,r) puede escribirse como B(x,r'), con r'= min{r,2kR}. En efecto, si

ye X se tiene que
d(y,x) <k [d(y,xo) + d(xo,x)] < 2kR,

entonces, si r>2kR resulta B(x,r) =X=B(x,r'). Por lo tanto en un espa
cio de tipo homogéneo acotado, convendremos en considerar s6lo bolas de ra-

dios acotados uniformemente.

Es un hecho conocido el que para espacios de tipo homogéneo, la
propiedad de acotacién de X es equivalente a que u(X)<~. La demostra-
cién es simple y la incluimos pues serd usado en el lema (1.1). Veamos la
implicaci6én no trivial. Supongamos que la medida de X es finita. Tomemos
un punto X € X y para cada neN elijamos un nimero Rn suficientemen
te grande como para que uX) - uB(xO,Rn) <1/n. Si el espacio no es acota
do, para cada neN, existe un punto xnet B(xo,Zk Rn) por consiguiente
B(xn, d(xn,xo)/2k) n B(xo, Rn) = ¢, pues de haber un punto u en esta inter

seccidén ocurriria que
d(x, xo) < kd(x, u) + d(u, XO)] < kR + d(x, xo)/Z
que es imposible por eleccién de X - Es igualmente claro que B(xo, Rn) c

B(xn, 2k d(xn, xo)). Entonces, por (1.4) y la elecci6n de Rn Yy Xp» obte

nemos

B (xR ) =1(B(x, 2k d(x , xg))<C. n(Bx, , d0x,, Xg)/2K)<C/n



que es absurdo, pues el miembro izquierdo crece a u(X) Yy el derecho tien

de a cero cuando n tiende a .

Una estructura de espacio de tipo homogéneo sobre X essuficien
te para obtener los lemas de cubrimiento necesarios para la descomposicidn

de Calderdn-Zygmund de funciones en L1 X, .

En [CW] se demuestra el siguiente lema de cubrimiento de conjun

tos acotados.

LEMA: Si EcX es un subconjunto acotado de X y {B(x,r(x)):xeE}
un cubrimiento de E por bolas, entonces existe una sucesién de bolas dis
juntas B(xi, r(xi)) tal que la familia {B(xi, Cr(xi))} cubre E. C es

una constante que s6lo depende de k.

Para obtener el teorema general de aproximaciones de la identidad,

necesitamos un lema andlogo, pero sin la hipétesis de acotacidn.

(1.5) LEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo. Sea B= {Bu:ot el'}
una familia de bolas en X tal que E'—'aLeJT‘ B, es medible y de medida finita.
Entonces existe una sucesidn {Bjl}= {B(xi, i)} <B, posiblemente finita, tal
que las B; son disjuntas y para alguna constante C (que s6lo depende de

k) se tiene que Ec uB(xi, Cri) . Mis afin, toda BeB queda incluida en al

guna de las B(xi, Cri).

Demostracién: Observemos, en primer lugar, que si A es una sub-

familia de I' y B, es una bola fija con AeA, entonces la familia
F={By:0eh Yy B(xa, 2k ry) n By * ¢}

es distinta del vacio, y el conjunto R= {ry: By € F} es acotado. En efecto:
si el espacio X es acotado no hay nada que probar. Si el espacio no es aco
tado, necesariamente serd u(X) =« . Si ocurriera que Sup R=w existiria

una sucesiodn {rj} cR creciente a infinito y rj >r, para todo j. Sea



zeByn B(xj,Zk rj) , para cualquier punto Yy € B(x)\,rj) es validala de

sigualdad

dly,x;) = KEd(y,x,) + K(dxy,2) + dzxp)] < 41 15

y esto es decir que B(x)\,rj) c B(xj,4k3 rj) de donde, por (1.4) y la hi-

potesis en E se obtiene

U(B(anrj)) <C U(B(Xj,rj)) < Cu(E) <=,
que es imposible, pues el miembro izquierdo crece a u(X) =« cuando j
tiende a infinito.

Pasemos ahora a la construccidn inductiva de la sucesidn {Bi}

Sea B1=B y B0’1=B(x0,1,r0,1) € B1 tal que
2 u(B, 1) > sup {u(B) : B ¢ 731} .
Definamos

By = 1Ba=B(xa,rOL) e B, : B(x,2k r) n B0,1 z ¢} ,

por la observacidn anterior, el conjunto R1 = {ru: Ba € l~31} es acotado y
por consiguientepodemos elegiruna bola B] = B(x1 ,r1) € §1 tal que 2 ry >
sup R1 . Ademds si B=B(x,r)e 81 y Bn B1 #¢ entonces Bc B(x1,C r1)

para una constante C que s6lo depende de k . En efecto, supongamos que

r < k(1+2k) T, .8 zeB y ueBnB, se tiene que

d(z,x1) < k[d(z,x) + k(d(x,u) + d(u,x1))] <k[r+k(r+ r1)] <Cry,

en consecuencia B < B(x1,C r1) . Este es siempre el caso puesto que la de
sigualdad r>k(1+ 2k) r, noes posible. Si asi ocurriera, para Yye B(x1 ,2k r1)

nB y ueBnB; se tendria que

0,1

d(x,y) < kld(x,u) + k(d(u,x1) + d(x1 ,y))1<klr+ k(r1 + 2kr1)] <2kr .



Por lo tanto B=B(x,r) € 51 y T ¢ R1 , pero
Zr1 > sup R, > > k(1+ 2k) T 231,

lo que es absurdo.

Hipbtesis inductiva:Para i =1 han sido construidas Bj = B(xj ,rj)

y BO,j=B(x0,j’r0,j) , j=1,2, ..., i tales que

(1.6) Bo,jij={BeB:Bn[B1u...qu_1]=¢} ,

(1.7) ZU(BO J) > sup {u(B):Be Bj} s

. 2 o},

(1.8) B. € Bj = {Boc= B(xa,ra) € Bj - B(xa,Zk roc) n BO,J

J

(1.9) er > sup Rj , donde Rj = {ra: B(xa,ra) € Bj} .

(1.10) si Bij y Bnszcb , se tiene que BcB(xj,C rj) , con C

1a misma constante que se obtuvo en el caso j=1 .

Tesis inductiva: Si para algin ael la bola B~ no estd conte
nida en ninguna de las B(xj,C rj) , j=1,2, ..., 1 , entonces existen
. i (
dos bolas Bi+1 B(Xi+1’ri+1) y BO,'1+1 tales que satisfacen (1.6) a (1 .10)

con j reemplazado por i+1

Demostracidén de la induccidn: La familia B, mo es vacia, de

lo contrario para cualquier bola B en B se tiene que

si h=min {j: Bn Bj #¢} , la bola B pertenece a la clase Bh y, por
(1.10) de la hipdtesis inductiva, Be B(xh,C rh) , en contradiccidncon lo

supuesto. Por lo tanto existe BO,i+1 € Bi+1 tal que

2“(B0,1+1) > sup {u(B) : Be Bi+1} .



Por la observacidnpreliminar el conjunto Ri +1 ©S acotadoy sepuede elegiruna
bola Bi+1 € B_i+1 con radio 541 talque 2 T, > SUp Ri+1 . Sea B=B(x,r) €

B tal queexiste ueB nBi+1 . Supongamos que r<k(1+ 2k) Tip o si zeB

i+1

se tiene que
d(z,xi+1) < kl[d(z,x) + k(d(x,u) + d(u,xi+1))]

<k[r+k(r+ ri+1)]sC L

lo que implica que Bc B(x.1+1 , C ri+1) . Pero sdlo este caso es posible,
pues si fuera r>k(1+ 2k) T,y »bara y eB(xi+1 , 2k ri+1) n BO,i+1 se ten

dria que
d(x,y) < KLdCe,u) + K(A(W,X;, 1) + A0, 1,30

< klr+ k(ri+1 + 2k ri+])] <2k T,
lo que implicaria que Be éi 41 Yen consecuencia Te Ri 41 o POT lo tanto

2 T4 > SUD Ri+1 > > k(1+2k) Tipg 2 31541

lo que es imposible. Esto prueba la tesis inductiva.

Si el proceso se interrumpe es porque, para algin i , toda bola
Be B queda incluida en alguna de las B(xj, C rj) ; j=1,2, ...,1 yla
sucesion finita {B1, cees Bi} satisface la tesis del lema. Si este no es
el caso se obtiene una sucesién infinita {Bi} de bolas disjuntas. Resta
demostrar que para toda bola B en B existe j tal que Bc B(xj 5 G rj)

Supongamos que

entonces para todo i>1 , Be Bi . Como B0 i€ B. , (1.9) implica que
b

1

2ri>r0,i . Sea yeB(xi, 2k ri)nBO’i y ZEBO’i



d(z,x;) < KLd(2,%y ;) +k(Axg 3,¥) +dr,x;))] < 6 S

esto significa que BO ic:B(xi,6k3‘ri) . De estas observaciones y (1.7) se
b
concluye que
0 < U(B) < ZU(BO,l) <C. ]J(Bl) ’
pero las Bi sondisjuntas yestdn contenidasen E , demodo que u(E)=<« ,

contrariamente a lo supuesto. Por lo tanto

Bi::q).

c8

B n
i=1

Si j=min {i:BinBzcb} , s claro que Bij y que BnBj:tcb ; loque, .

junto con (1.10) implica que Bc B(xj " ¢ rj) . C.Q.D.

En [CW] se prueba el tipo débil (1.1) del operador maximal de

Hardy-Littlewood

M £(x) = sup u(B)" T

donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen al punto X .
Haciendo uso de este resultado y del lema de cubrimiento (1.5), se obtie-
nen los siguientes lemas tipo Calderdn-Zygmund para espacios no necesaria-

mente acotados. Denotemos por mp(f) el promedio de la funcidén f sobre

B, my(=u® [ fadu
B

(1.11) LEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo tal que las bo-
las son conjuntos abiertos en la topologia generada por d .Sea f una
funcidénno negativa e integrablesobre X . Entoncespara todo Azmx(f)
(mx(f) =0 si p(X)=«) , existe una sucesién {Bi} de bolasdisjuntas ta
les que, si ﬁi denota la dilatacidn de Bi por la constante C del le-

ma (1.5), se tiene que



(1.12) mf;,(f) < A< mB_(f) 5
i i

(1.13) para todo x en el complemento de u}~3i y toda bola B con cen
tro en x , vale la desigualdad

mB(f) <A

Demostracién: Sea Q={xeX:m (f) > \ para algin r>0} .Si
B(x,1)

Q=¢ , en todo xeX vale (1.13). Sea entonces XeQ , el conjunto

x>0 Mg (x, 1) (f) > A} es distinto del vacio y acotado, pues o bien X es
acotado, o bien tiene medida infinita y como fe L1 > MRy, r) (f) tiende
a cero cuando r tiende a <« . Puesto que mx(f) <x y C>1 , es posi-

ble elegir r(x) de modo que

(1.14) mB(x,r(x))(f) >A 2 Moy c r(x))(f) .

Consideremos la familia de bolas B= B(x,r(x)) : x e Q} . El conjunto

E= u B(x,r(x)) es abierto por la hipbtesis sobre el espacio. Ademas
Xe

u(E) = u{ye X : ye B para alguna bola B tal que mB(f) > A}
- ulyeX : M £(y) >x}s%J £y <.

X
Podemos aplicar el lema de cubrimiento para obtener una sucesidon {Bi}
= {B(xi,ri)} de bolas disjuntas de B tal que Q¢ Ecu B(x.1 s € ri) . Por
i

definicién de @ y (1.14) es claro que valen (1.12) y (1.13) para esta su

cesidon. C.Q.D.

E1 hecho de tener el tipo débil (1.1) del operador maximal de
Hardy-Littlewood, permite obtener la diferenciacién de la integral de fun-
ciones localmente integrables, si las funciones continuas son densas en

L,



(1.15) LEMA: Sea (X,d,n) un espacio de tipo homogéneo tal que las bo-
las son conjuntos abiertos y las funciones continuas son densas en L1
Sea f=0 , fe L1 y AZIHX(f) . Entonces, si {Bn} es la sucesibn aso

ciadaa f y A de acuerdo al lema (1.11), existen funciones hn tales

que los conjuntos S = {x: hn(x)f 0} son disjuntos y

(1.16) g=f-3h eL nl” y lgl, sCx,
n

(1.17) [h_du=0,
(1.18) S _<B_

g -1 e
(1.19) %”(Bn) <c X' £l

C depende sdlo de las constantes del espacio.

Demostracidén: Podemos construir inductivamente una sucesidénde con

juntos medibles disjuntos {v,} tal que

U U
n I nn
en efecto, sea

V.=B,- U B
1 1 n=2 n

- k-1 -
vV, = -[Luv V,u u BI.
k5 n=1 M nek+l T

Definamos h_(x) =L[£(x) - u(V )'1f fdul % (X) , Xy denota la funcidn
n n Vi Vi B
caracteristica del conjunto E , es claro que las propiedades 1.17) y

(1.18) son satisfechas. Por otra parte, usando la propiedad de duplicaci6n
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(1.4), (1.12) y el hecho de que las bolas B =~ son disjuntas, se sigue que

s u@oscou@I<CAT T [ £dusC AT IEN
n n o n 1

n B
n 5y

lo que prueba (1.19). De la definicidn de las hn se deduce que

-1 . ,
u(Vn) j;[fdu , si xeVj

g(x) = o

f(x) , si x¢ VnzﬁBn

u
n
Usando diferenciacién y (1.13) se obtiene que

g@)=ﬂﬁshsix&g%.

Por otra parte, si Xe Vn

~

u(B_ )
emg (6)

u(vy)

glx) = my (D)

de donde, por la propiedad de duplicacién y (1.12) se concluye que

g(x)<C A si Xeuﬁn,
n

lo que junto con (1.19) prueba (1.16). C.Q.D.

Los problemas a los que se aplicaran estos lemas son invariantes
por cambio de casi-distancias equivalentes, entonces, usando los resulta-
dos de [MS1] se advierte que la hipdtesis de que las bolas sean conjuntos
abiertos no es restrictiva. Mds precisamente, en ese trabajose pruebael si

guiente teorema.

TEOREMA: Sea d una casi-distancia sobre X . Entonces existe
una casi-distancia d' equivalente a d , un nimero oc¢ (0,1) yuna cons

tante finita C tal que



1

(1.20) para toda terna X,y,Z de elementos de X y para todo r>0

que satisfacen d' (x,2)<r y d'(y,z)<r , vale la desigualdad

1d'(x,2) - ' (y,2) | <C 7% d e, .
Por consiguiente las bolas en la casi-distancia d' son conjuntos abier-

tos.

Cuando un espacio de tipo homogéneo estd dotado de una casi-dis
tancia con la propiedad (1.20), se dice que el espacio es de orden o . In
cluiremos en esta definicién el caso a=1 que ocurre cuando d' es una

métrica.

Enun espaciométrico, esclara la siguiente propiedad:si ze B(y,r)
entonces B(z,r- d(z,y)) <B(y,r)< B(z,r+d(z,y)) . En los espacios de or-
den o es valido un resultado andlogo que probaremos en el proximo lema y

usaremos en los capitulos siguientes.

(1.21) LEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo de orden o
Sean k y C 1las constantes de (1.3) y (1.20) respectivamente. Entonces,
dados dos puntos z e y en X yun ntmero r>0 relacionados por la de

sigualdad

(1.22) Ay <ic. @',

se tiene que

0Bz, T- 611 d(z,y)® < Bly,r) Bz, r+ 81 *d(z,0% ,

para todo & tal que C(Zk)1'o°s §< [r/d(z,y)]a :

Demostracidn: Como

p-§ T 0 d(z,y)%*>r- [r/d(z,y) 1% e d(z,»)* =0,
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es claro que B(z, r-§ r1 e d(z,y)a) #¢ . Tomando z=x y r=d(y,z)+e ,
para cualquier €>0 , en (1.20), vemos que C>1 . Por lo tantode (1.22)
se deduce que d(z,y)<r . Sea ue B(z,r-6r1_ad(z,y)a) , entonces d(u,z)
<r y d(uy)<kld(u,z) +d(z,y)l1<2k r , usando la propiedad de orden «

del espacio obtenemos
d(u,y) <d(u,2) + C(2K) ™ '™ 4y, )

<T+IC(2K) %811 % d(y,2)%< 1,

lo que implica la primera inclusién en la tesis. Para verificar la segunda,
tomemos un punto u en B(y,r) .Esclaro que d(u,y)<r y d(u,z)<2k r,

aplicando nuevamente la propiedad de orden o del espacio, se tiene que

d(u,2) = d(u,y) + €20 " 1 d(y,2)%< v+ 6 ' a(y,2)%
esto significa que B(y,r) <B(z,r+§ rl-o d(y,z* . C.Q.D.
El lema (1.5) puede ser usado también, para obtener cubrimientos

de tipo Whitney de conjuntos no necesariamente acotados, como el siguiente

lema que serd de utilidad en el Capitulo IV.

(1.23) LEMA: Sea (X,d,n) un espacio de tipo homogéneo y sea U un
abierto de medida finita estrictamente incluido en X . Entonces existeuna
sucesidn de bolas {B(Xi . ri) }= {Bi} contenidas en U con las siguientes
propiedades:

(1.24) U= y B(xi »Ti)

(1.25) existe MeN tal que ningln punto de U estd en mds de M bo-

las de la sucesidn {Bi} ’

(1.26) existe h>1 tal que, para cada i, la bola B(xi : hri) corta

al complemento de U ,

(1.27) r; es comparable con la distancia de B(xi g ri) al complemento
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de U , en el sentido de que su cociente estd entre dos constan-
tes positivas y finitas,

existe una constante finita- D tal que para cada i se tiene la
inclusidn B(xi, 2k ri)c B(yi, D ri) , donde y; e€sun punto

en B(xi, h ri) y fuera de U .

Los nlmeros M, h y D s6lo dependen de las constantes del espacio.

La demostracidn es andloga a la del teorema (1.3) de [CW]excepto

que al aplicar el lema (1.5) podemos prescindir de la hipdtesis de acota-

ciodn.

Interesa especialmente una clase de espacios de tipo homogéneo

para los cuales la medida de una bola de radio r , es proporcional a r .

Mis precisamente, en [MS2] se da la siguiente definicién.

Un espacio de tipo homogéneo (X,d,u) es normal, si existen cua

tro constantes positivas y finitas Al’ AZ’ K1, K2 5 Kzs 1s_K1 tales que

(1.29)
(1.30)
(1.31)

(1.32)

A T<u(B(x,T)) si r<K; u(X)
B(x,r) = X si r> K, u(X)

A, T2 u(B(x,T1)) si rzK, u({x}h)
B(x,r) = {x} si r<K, u({x}) .

En [MS1] se demuestra que dado un espacio de tipo homogéneo tal

que las bolas son conjuntos abiertos, si se toma como distancia entre dos

puntos diferentes el infimo de las medidas de bolas que contienen a ambos

y se conserva la propiedad d(x,x)=0 , se obtiene un espacio de tipo ho-

mogéneo normal con la misma medida y topologia.

El proximo lema retne algunas propiedades, que serdn usadas con

frecuencia, sobre la integrabilidad de potencias de la casi-distancia en



14

espacios normales. Estos resultados extienden los correspondientes a R"

dotado de la casi-distancia normal d(x,y)= |x- y!n

LEMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo normal. Sean

r>0 y x un punto en X . Entonces

(1.33) [ dx,y) " duy) =
d(x,y) <r

(1.3%) dx,y) " duly) == , si uX) =

d(x,y) =27

Si la medida del conjunto que tiene como Gnico elemento el punto x es ce:

ro, y si o>0 , son vdlidas las desigualdades:

(1.35) J dx,y) "% du@y) <c. @
d(x,y) >r

(1.36) f dx,y)* ' au <. @
d(x,y) <r

con C que sblo depende de las constantes del espacio.

Demostracion: Para probar (1.33) consideremos dos casos seglin

sea u({x})>0 o u({x})=0 . Si wp({x})>0 1la propiedad (1.33) es clara,
pues la funcidn integrando asume valor infinito sobre un conjunto de medi-
da positiva. Supongamos que u({x})=0 , entonces la desigualdad (1.31)es
valida para todo r>0 . El nlmero C=2 AZ/ A, es mayor que 1, por con-

h

siguiente existe un natural h tal que C = r< K1 u(X) , por lo tanto de

(1.29) obtenemos que

Ajr C_jSu(B(X, r ¢y,
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para todo jzh . De estas observaciones se deduce que

[ee]

denam= 1 [ ooy )
d(x,y) <r j=0 rcd1e d(x,y) <rC’)
> 7 o v B, re ) -ude,rc I hy
§=0

o]

2 cJ I‘_1[A1 r C'j-A2 rcd g

=] (A-A/0) =,

lo que prueba (1.33). De un modo anidlogo puede probarse (1.34).

Como ya hemos observado, si u({x})=0 se tiene que u(B(x,r))
< A2 r para todo r>0 . Este hecho es suficiente para obtener (1.35),

en efecto:

A w1 | Cay T )
dx,y)zr j=0 2 r< d(x,y) < 2J+1 T

@I uEE, 297 )
0

IA
N o~ 8

j

r® 7 2% =,

j=0

< ZA2

La desigualdad (1.36) se prueba de la misma manera. C.Q.D.

El espacio euclideo R" dotado de la casi-distancia d(x,y)
= Ix-yln y de la medida de Lebesgue m , es un espaciode tipo homogéneo

normal y de orden o=1/n . En efecto: labola con centro en x y radio
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r en esta casi-métrica, coincide con la bola usual centrada en el mismo

1/n

punto pero con radio r . Por consiguiente su medida es una constante
veces r . S1 X,y,z son puntos de R" tales que d(z,x)<r y d(y,z)

<r , entonces, por el teorema del valor medio

(n-1)/n

ld(x,2) - d(y,2z) | = | Ix-z|™- [y-z|® | <n 1 |x-y|

=nx " Mapn !/,
que es (1.20) para a=1/n

La propiedad de normalidad de un espacio de tipo homogéneo es in
variante por cambio de casi-distancias equivalentes. No ocurre lo mismo
con la propiedad de orden o , por tratarsede una condicién de ''suavidad"

de la funcidn distancia. Pueden darse ejemplos simples de este hecho: Si

Ix-yl , si Ix-yl<1

21x-y|l , si |x-y|=1

y m es la medida de Lebesgue, la terna (X,d,m) es un espacio de tipo
homogéneo. Ademds d es equivalente a la distancia usual en R que es de
orden 1. Por otra parte, tomando x=1 e 1-1/n se tiene que
|d(x,0) - d(yn,0)|= [2- (1-1/n)| tiende a 1 cuando n tiende a infinito,
pero para n>1 , d(x,yn)= 1/n , 1lo que hace imposible la validez de

(1.20).

En el caso de R® con d(x,y)==lx-y|n es valida la siguiente
propiedad geométrica mis precisa que la normalidad: la medida de una coro-
na es comparable a su amplitud. Esta propiedad puede interpretarse también
como una condicidén de suavidad de m(B(x,r)) como funcién de r . El si-

guiente ejemplo muestra que es independiente de la propiedad de orden o .



17

(1.37) Ejemplo: Sea p: R —> Ry {0} 1la funcidn definida por

0 si x=0
o(x) = { 21xl-2)  si 2d<ix|<3. 23]
29" si 3.297 1< x| <23*

es, claramente, una funci6én Lipschitz. Sea X=R , m la medida de Lebes

guey d:XxX —> R v {0} definida por d(x,y)=p(x-y) . Es claro que

Ix-yl <d(x,y) < 2Ix-yl| ,

por lo tanto (R,d,m) es un espacio de tipo homogéneo normal. Ademis, co-

mo p es Lipschitz, d es de orden 1. Sea >0 , entonces

B(0,2+e) - B(0,2) = {x: 2<p(x)<2+¢}
> {x:3/2< |x]<2},

por consiguiente m[B(0,2+¢€) - B(0,2)1>1/2 independientemente de € . De
modo que, en este espacio la medida de una corona no tiende a cero al ten-

der a cero su amplitud.

Es preciso observar que si bien las funciones continuas y los es
pacios 1P son los mismos sobre (R,d,m) que sobre (R,|+|,m) las pro-
piedades de (IR,d,m) son insuficientes para la acotacidén de operadores in
tegrales que quedan definidos de un modo natural en términosde la casi-dis

tancia del espacio. En el Capitulo III se daran ejemplos de estos hechos.

Sin embargo, como veremos en los capitulos siguientes, la situa-
cién es diferente si se cuenta con la siguiente propiedad que en espacios
de tipo homogéneo reemplaza a la relacidén que existe en R" entre la medi

da de una corona y su amplitud:

(P) existe una constante finita C tal que
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HBx, r+s)) - uBx, r))=<Cs
para todo xeX , Ty seR' .
Lo mismo que la de orden «, la propiedad (P) tampoco subsiste

por cambio de casi-métricas equivalentes, pero a diferencia de aquella, in-

volucra las dos estructuras del espacio.

Veremos ahora algunos ejemplos en los que esta propiedad es vali-

da.

(1.38) Ya hemos visto que el espacio euclideo R" dotado de la casi-dis

tancia |- ,n y de la medida de Lebesgue, satisface (P).

(1.39) En la seccidén 7 de [R], se asocia una métrica p invariante por
traslaciones a cada familia continua de transformaciones de Rn, {T)\: A>0},

tal que, si I denota el operador identidad en R"

IITy Il < A si 0<As<1.
La distancia de x a cero es el ntmero p(x) definido implicitamente por

1T, 4 @)I=1.

La medida de Lebesgue de una bola de radio r en la métrica p es Crtrp,

donde trP denota la traza de la matriz P que genera {T)\} en el si-

guiente sentido

T)\ =exp (Plog A) .

la funcidén d(x,y) = p(x-y) trE es una casi-distancia de orden o=[tr P]—]
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sobre R" y ademds
n(B4(x,1) =m(B (x,r'/ TPy = cr

de lo que se deduce que (]Rn,d,m) es normal y cumple la propiedad (P).

(1.40) Sea X=IR2 y m la medida de Lebesgue. Sea <1>:R+—>]R+ una fun-

ci6n continua y creciente tal que

¢ (2t) <C¢ (B)

O T ON

para alguna constante finita C y todo t>0. Si x= (x1, XZ) eRz, la

funcién
p(x) =max {Ix;1 5 67" (I1x,1)}
define una casi-distancia invariante por traslaciones. La bola con centro

en cero y radio t en esta casi-métrica es el rectdngulo

t=(—t. t) x (- ¢(t), ¢ (L)) .

Por la propiedad de duplicacién de ¢ se tiene que

m(Bp(O,Zt)) =m (RZt) =8t¢ (2t) <Ct¢ (t)=Cm (Bp(O,t)) ;
Por consiguiente (]Rz,p,m) es un espacio de tipo homogéneo. Una normaliza
cidén de esta estructura puede conseguirse definiendo

d(x,0) = inf {m (Rt) : Xe Rt} .

Es claro que

4lxg b oClxq 1) si Ix,1 = ¢(Ixq1)
d(x,0) =
2x,l 6701 s Ixyl > e(ix D),
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por lo tanto

By(0,r) ={x:ixy[ < ¢ (Ix;1) y 4Ix; 1 ¢(Ixq]) <1}
ulxiixgl > 9 (1) ¥ 41x,1 97 (Ixy1)<1}.

Si t0>0 es tal que 4to¢(to) =r, la bola Bd(O,r) es Rto y

m(R,C 0) =4 t, ¢ (to) =r. En consecuencia (]Rz,d,m) satisface la propiedad
(P).

(1.471) Sea {Ut:t>0} una familia de Vitali regular en R" o en cual-
quier grupo localmente compacto G dotado de la medida de Haar (ver [R1),
tal que los conjuntos U, son entornos simétricos de la identidad y m(Ut)

s ) . +
es una funcidn continua y creciente sobre R . Entonces

d(x,y) =inf {m (Ut) 1X-Ye Ut} >

es una casi-distancia sobre G vy m(Bd(O,r)) =r. Observemos que los ejem

plos anteriores son casos particulares de (1.41).

En los casos precedentes, las estructuras homogéneas difieren s6
lo en las casi-distancias. Las funciones densidad (pesos) que satisfacen
propiedades de duplicacibén, proveen ejemplos con medidas no invariantes

por traslaciones.

(1.42) Sea X=R, |+| 1la distancia usual en R y w una funcién lo-

calmente integrable sobre R tal que si E es un conjunto medible y

w(E)=f w(x) dx
E

se tiene que
w (B (x,2r)) <Cw (B (x,1))

para alguna constante finita C. Esta condicidn es satisfecha si w estd

en la clase A, de Muckenhoupt. La terna (R,|+|,wdx) es un espacio de
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tipo homogéneo cuya normalizacién por el método de Macias-Segovia conduce

a la casi-distancia

d(x,y) =inf {w (B) : xe B, y e B}

—w (B Y, XYy

X
-1 ] @ az
X
Si xeR vy r>0,Bd(x,r)={y: ify w(z) dz|<r} por lo tanto, haciendo el
X

cambio de variables y->us= fy w(z)dz es claro que
X

W(By (5,1) = | W(y) dy =m (-1,1) =27
{y: Ifyw(z) dz|<r}
X

Lo que significa que (R,d,wdx) es un espacio normal con la propiedad (P).

(1.43) En algunos problemas, por ejemplo los estudiados en el capitulo
IIT (ver la observacidn (3.31)), la propiedad de simetria (1.2) de la ca-
si-distancia d puede debilitarse exigiendo en su lugar que para algin

par de constantes finitas C, Yy C2 se verifique la desigualdad

(1.2") C1 d(x,y) <d (y,x) < Czd (x,y) .

Si Bd(x,r) ={y :d(x,y) <r} 7y (1.4) es satisfecha, se tiene que

p(x,y) =d(x,y) +d(y,x)

es una casi-distancia equivalente a d con la cual el espacio resulta de
tipo homogéneo. En ciertos casos, la ventaja de considerar la funcién d
en lugar de la casi-métrica p reside en que u(B d(x,r)) puede tener la
suavidad necesaria como funcién de r, mientras u(Bp(x,r)) carece de

ella.
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Sea w una funcidn no negativa y localmente integrable defini-
da sobre R" con una propiedad de duplicacién que hace de (R%,|-|,wdx)

un espacio de tipo homogéneo. Si x e y son puntos de R" definimos

d(x,y) =w(B(x, Ix-yl)) ,

que para un peso general no es simétrica. Por la propiedad de duplicacién

es claro que d satisface (1.2') y (1.3). Ademds
By(x,r) ={y : d(x,y) <1} =B(x,t)
para un t>0 tal que w(B(x,t))=r. En el capitulo III se requerira

también que d cumpla una propiedad de suavidad del tipo (1.20) en la se

gunda variable. Esto es:

(1.20") existen as<1 y C<= tales que

1d(z,y) - d(z,0) [ <Cr' % Ay, 0%

si d(z,y)<r y d(z,x)<r. En [GGW] se obtiene la siguiente desigualdad

para pesos w como el que estamos considerando
w(B(x, [x-x,[+5) - B(x, |x-x_1)) sCW(B()co,S))1_8 w(B(x, IX-XOI))B,

para algin Be[0,1) y todos los puntos X,XO€]Rn y s>0 tales que
lx—xol 2s. Sea r>0, d(z,y)<r y d(z,x)<r. Supongamos que d(z,y)=
d(z,x), si |[x-y|=<|x-z| de la desigualdad de Gatto, Gutiérrez y Wheeden

sigue que:
ld(z,y) - d(z,x) | =w(B(z, |y-z])) - w(B(z,|x-z]))

<w(B(z, Ix-z| + |x-y|)) - w(B(z, |x-2]))
< Cw(B(X, Ix-y1) "Bw(B(z, x-21))"

<crP d(x,y) 1-8 .
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Si Ix-z| < |x-y|, es claro que B(z,|x-z|)<B(x,2 |x-yl) y B(z,lz-yl)c

B(x,3 |x-y|) , por lo tanto

d(z,y) -d(z,%) | < Cd(x,y) <CrPd(x,y) 178 .

Lo que implica (1.20') con a=1-B<1.
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CAPITULO II

INTEGRALES SINGULARES

En este capitulo (X,d,u) es un espacio de tipohomogéneo normal

y k es la constante de la desigualdad triangular (1.3).

Un niicleo de Calderdén-Zygmund en R" acotado sobre la esfera uni
taria, escrito en términos de la distancia normalizada de ese espacio, es
el modelo para los nicleos singulares que se consideraran aqui. Supondremos
en general que K: XxX —> R es una funcidn medible que satisface la si-
guiente mayoracidn
(2.1) existe C>0 tal que lK(x,y)ist(x,y)‘1 para Xx =y .

Menos uniformes serdn las condiciones de suavidad en el nicleo,
en algunos casos (tipo (2,2) y acotacién en 1P con pesos) se requerirduna
estimacidn puntual del tipo considerado en [MS3] en la primera o en la se-

gunda variable de K

(2.2) existe ae (0,1) y C>0 tales que si d(x,y) > 2d(y,z)

se tiene que
o -1-a
a) IK(y,x) - K(z,x)| <C d(y,z)” d(x,y)
b) IKGx,Y) - K(x,2) [ £ C d(y,2)* dx,y) " %,
o bien, mis generalmente

{(Z.2"} existe C>0 vy una funcidn creciente w:nf*-—»:mf
tal que f1 P(t) £ dt <o y si d(x,y)> 2d(y,z)
0

se tiene que
a) 1K(y,x) - K(z,x) | <C d(x,y) | yd(y,z) d(x,y) ']
b) IK(X,y) - K(x,2) | <C d(x,y) 7 yld(y,2) de,y) 1,

en otros casos sera suficiente la mas débil
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(2.2") existe C>0 tal que
a) IK(y,x) - K(z,x)| du(x) <C
d(x,y) >2d(y,z)
b) IK(X,y) - K(x,2) | du(x) <C
d(x,y) >2d(y,z)
En lo que respecta a las propiedades de cancelacién del nicleo,

se consideraradn dos tipos

(2.3) para todo par de nimeros R>r>0 , se tiene que
a) K(x,y) du(y)=0 , para todo xeX
r <d(x,y) <R
b) [ K(x,y) du(x)=0 , para todo yeX ,

r <d(x,y) <R
0 las mis débiles andlogas a las de [BCP] y [R]
(2.3%) para todo par de nimeros R>r>0 , se tiene que

a) ’ J K(x,y) du(y)l es acotada uniformemente en x,r
r <d(x,y) <R
y R , ademis f K(x,y) du(y) converge uniformemen
r <d(x,y) <1

te en x cuando r tiende a cero ,

b) , K(x,y) du(x)' es acotada uniformemente en y,r
r <d(x,y) <R
y R , ademis ( K(x,y) du(x) converge uniformemen
T<d(x,y) <1

teen y cuando r tiende a cero.

En este capitulo se estudiardn los problemas de acotacién en LP
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y tipo débil (1,1) para el operador con niicleo K truncado en coronas

2.4
EH gt - | K(o,y) £0) duly)
r <d(x,y) <R
el operador limite puntual y en LP , Kf vy el operador maximal asociado
K* £

§.1 ACOTACION EN L2

En [CW] se obtiene el tipo fuerte (p,p) y débil (1,1) de un ope-
rador integral que es acotado en L2 y que satisface lacondicidn (2.2'".b),
para demostrar este resultado se hace uso de un lema tipo Calderén-Zygmund.
En el caso cldsico la acotacidn en L2 se obtiene recurriendo a la trans-
formada de Fourier en la que estd involucrada la estructura algebraica del
espacio. Existe otra técnica para obtener el tipo (2,2) con un niicleo de
Calderdn-Zygmund, es debida a Cotlar (ver [Col) y se basa en el siguiente

lema general sobre operadores en espacios de Hilbert.

LEMA DE COTLAR: Sea H un espacio de Hilbert y T1, T2’ vieiey TN

una sucesidn finita de operadores lineales y continuos de H en H . Sea
1) 2 E3
c:Z— [0,) tal que Z_m c(£)1/‘==Ax:w . 8i Ti es el adjunto de Ti
* *
ysi |IT; T.llsc(i-j) y IIT: T.llsc(i-j) , entonces
1) 1]
N

1] T;ll<A .
1=1

Esta versidon del lema y una demostracidén pueden hallarse en [G].

Para el caso de un operador integral singular en un espacio de
tipo homogéneo puede aplicarse este lema prescindiendo de la estructura al
gebraica, pero exigiendo una propiedad geométrica adicional al espacio: la
propiedad (P) presentada en el capitulo I. Esta propiedad se requiere para

obtener el proximo lema.
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Para cada nimero entero i |, X5 denotard la funcidn caracte-

ristica del conjunto
{(x,y) e XxX: 20 <dx,y) < 20T
y X; la truncacién KX4 del nlicleo K
(2.5) LEMA: Supongamos que (X,d,u) tiene las propiedades (P) y de or

den o . Sea K un nicleo singular que satisface (2.1) y (2.2.a), enton-

ces existe una constante finita C tal que

26 [ e KE01 w e a0
X

Demostracién: Observemos en primer lugar que, salvo un caso tri-

vial, la propiedad (P) asegura que no puede haber puntos cuya medida sea po
sitiva, entonces por la normalidad, la medida de una bola de radio r es-

td acotada por una constante veces r

Sean y,zeX e 1 un entero y sea C la constante de la desi-
gualdad (1.20) que por hipdtesis es satisfecha por la casi-distancia d

Consideremos dos casos segln el orden entre (Zk)a 1 d(y,z) o y 4C(2k) 1-a

(2.7) Supongamos que (Zk)aid(y,z) hF 4C(2k)1_0° . En este caso la es

timacidén (2.6) es consecuencia de (2.1), en efecto

j IK; (v,x)-K; (2,x)] du(x)sf IK; (y,x)| du(x) +J 1K, (2,%)] du(x)

d(y,x) | du(x)

1+1

IA
(@]

(20* <d(x,y)<(2K)

+C d(z,x) " du(x)
2t < d(x, 2) <2t
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<c 2071w, 2rit;

+C (2071 uB(z, (207,

el Gltimo término estd acotado uniformemente en y,z e i con una cota que
s6lo depende de las constantes del espacio, y de la constante de (2.1), en

tonces de (2.7) se deduce (2.6).

(2.8) Supongamos que (Zk)aj‘d(y,z)'a> 4C(2k)1'u . E1 miembro izquier
do de (2.6) estd mayorado por una suma de dos integrales, unade las cuales

contiene la informacidén sobre la suavidad del niicleo, la otra involucra la

geometria del espacio,

J K; (7,20 K; (2, du(x) =J K (Y, ) - K(z,x3 % (7,%)
| |

+K(Z,X) D’l(}’,x) - Xi(zsx) 1l dU(X)

EK(Y,X) 'K(Z’X)l dLl (X)

IA

(2K < d(x,y) < (2K

- J (2,1 Ix; (7,%) - X (2,501 du(x)
X
= (I) + (I1) .
Para acotar (I), observemos que si Xx es un punto del dominio de integra-
cibén, entonces
d(x,y) = (201> d(y,2) rac(ai) 11/ 2d(y,z) ,

por consiguiente puede aplicarse la hipdtesis (2.2.a) sobre el nicleo para

obtener
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(1) < cd(y,z)* de,y) T du(x)
2t < d(x,y) < (2Kt

<C d(y,® @010 2t -ca ™t a2,

que es el tipo de estimacidén necesaria. Por otra parte, es claro que

an = | K(z,)| du(x)
A (y,2)
donde 4, (y,2) = By, (2 **1) - By, (217 alB(z, @) - Bz, (20 D)1 y
A denota la diferencia simétrica. Usaremos el lema (1.21) para incluir
Ai(y,z) en una unidén de dos coronas centradas en z . Sean T = (Zk)i y
r,= (Zk)i+1 entonces, por la hipdtesis presente sobre la relacidén entre

y,z, € 1 , se tiene que

d(Z)Y) g [4C(2k)1-a]-1/0" (2k)1< [C(Zk)1'OL]“1/OL 1"1

< [C(Zk)1-0(.]-1/ot rz ,

esto significa que, tanto r; como T, estan en la hipdtesis (1.22) del
lema (1.21) respecto del par z,ye X . Si elegimos &= 2C(2k)1_a , tene-

mos que
(20 "< s<1¥ d(z,y) <15 d(z,) ™,

por lo tanto, si

s}
|

- 2l- st 4@,y

= 2ot st qz,yn®

o
|

son validas las inclusiones

(2.9)  B(z,3;) e By, (2 < B(z,b;)
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(2.10)  B(z,a;,,) B(y, (2" DeB(z,by, )

Por otra parte, es claro que

(2.11)  B(z,ay) < B(z, 2K« B(z,b,)

(2.12)  B(z,ay,;) < B(z, (2K) i*’)cB(z,bi+1) .

Observemos ademas que

(2.13)  B(z, (201 < B(y, 200

2.14)  B(y,(20Y) e B(z, 21T

en efecto, si ue B(z,(Zk)i) , usando nuevamente (2.8) se tieneque d(u,y)
< K[d(u,z) +d(z,y) 1< k[ (2K  + (2017 = 20, 10 que prueba (2.13). De

las inclusiones (2.13) y (2.14) sigue que

8;(y,2) = [B(y, (20 **1) 8Bz, (20 )10 By, (201) aB(z, (207) 1,

que, por (2.9) a (2.12) resulta contenido en

[B(Z’bi+1) - B(z,ai+1)] v [B(Z,bi) - B(Z,ai)] .

Entonces, por (2.1) la integral (II) estd acotada por

C d(x, 2y du(X)+CJ d0x, 2y ' du(x)

a;,1=d(x,z) <b;, a; <d(x,z) <b;

<C ailﬁu(B(z,biH))—u(B(z,ai+1))] + Ca;[u(B(Z,bi))'M(B(Z,ai))] s

el miembro derecho de esta desigualdad puede mayorarse usando la propiedad
(P), las definiciones de a; vy bi , la eleccién & y (2.8), con lo que
se obtiene

1

-1 =
(11) <Claj, 1 (bjg = 3349) * 35 (b5 - 35)]
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26 (21010 405 28211017 gz, 5
= C +

@2 - 62 DTN g,y (20t 62110 agz,)®

<C (20T d(z,y)® 1- 82kt dgz,y1]

<C(207%% d(z,y® .

C.Q.D.

Observemos que si en lugar de la condicidn (2.2.a), el nficleo sa
tisface (2.2.b) se obtiene una desigualdad andloga a (2.6) salvo que la in
tegral se efectla respecto de la primera variable de K

e g " . 2
En el siguiente teorema se demuestra la acotacidn uniforme en L

del operador Kp » definido por (2.4).

(2.15) TEOREMA: Sea (X,d,u) como en el lema (2.5) y K un niicleo sin
gular que satisface (2.1), (2.2) y (2.3). Entonces KR r ©s acotado como

operador en L2 con norma independiente de R y r

Demostracidn: Notemos en primer término, que todo espacio de ti-

po homogéneo es o-finito en el sentido de la medida y por consiguiente po
demos aplicar los teoremas de Fubini y Tonelli. Para fe L2 y xeX , la
funcidn Kj (x,y) f(y) es absolutamente integrable en la variable y . En
tonces | Kj (x,y) f(y) du(y) define una funciénde x quedenotamos T 3 f(x) .
El operador Tj es lineal y continuo como operador en L2 , en efecto, por

la desigualdad de Schwartz y (2.1) son validas las siguientes mayoraciones

1/2 |f(y)||Kj(x,y)|‘/2 du(y) 12

IT5 £G01% s O] 1K, ()|
X
< UK HER 1Y @m0 K66 | dul))
X X J

<C/J lKj(x,}’)llf(y)lz du(y) ,
X
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integrando en la variable x , invirtiendo el orden de integracidn y usan

do nuevamente (2.1), obtenemos

1T, £12<cf 1£0)12 1 1K; G,y duColu(y)<cli £ 12
e N R 2

El adjunto de T 3 es el operador integral con niicleo I~(j x,y) = Kj (y,x) ,

es decir
T;f g0 = [ K;0,% g0y) dul)
X

con ge L2 . Para aplicar el lema de Cotlar, es necesario acotar las nor-
ES *
mas de los operadores Ti Tj y Ty Tj . El1 teorema de Fubini permite es-
*
cribir Ti T j como operador integral con nicleo

[ % (7,0 K:(y,2) du@)
) J

2

en efecto, si f es una funcidn de L° se tiene que

115 £00 = | K00 15 £0) d)
K 00 (] K;(7,2) £(2) du(2)} duy)
X

- J {Jr K 0% K;(,2) du()} £(2) du(2)
X

- *
En consecuencia, es claropor ladesigualdad de Schwartz que !Ti T 3 f(x) ]2

esta mayorada por

(2.16) {jx|fx K X K (7,2) du)] 1£(2) 1% du()

]

K (07,%) Kj(7,2) du@)l du(2)}
X X
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necesitamos estimar la integral de esta funcidn de la variable x ,cones

te fin consideraremos dos casos segin sea i>j o j>1i

a) i2j . El segundo factor de (2.16) estd acotado de manera uniforme en
i,j y x en virtud de la propiedad (2.1) del niicleo. Por lo tanto, usan
do la hipltesis de cancelacién (2.3), el lema (2.5) y nuevamente (2.1),

tenemos que

0T T, £ <cf{NK.(y X) K: (y,2) du) 1 1£(2) 1> du(2)} du(x)
1] 2 1442 Jj?
- CH lj[Ki(y,x)-Ki(z,x)J K;(y,2) du(y)| 1£(2)1% du(2)} du(x)
< [IE@P [1K; 07,201 [ 1K 0,30 K (2,91 () du(y) du(2)

< clIE(2)? dly, 2™ (267 du(y) du(z)

(2KP<d(y,z)<(2ky !

<c2r @t (@I (gt ||f||§

-o]i-jl

- (2K T

Como la desigualdad obtenida es vdlida para toda f en 12 concluimos

® -ali-j 2
que || Ty T, 11 = C(2K) sl2-31

b) i< j . En este caso estimemos mejor el segundo factor de (2.16). Para
ello procedamos con €l como se hizo con el primero en el caso a). Esto

es, aplicando (2.3), (2.5) y (2.1) se tiene que
1[50 Ky7,2) du1du(a) =1k 0 17,2 K06, Ay duCz)

<1501 1K (7, 2)K; (x,2)1 du(2) Q)
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sl ey @™ duty)
(2K < dix,y) < (2K

< C(2K) -oli-j|

Entonces, por la estimacién (2.16), es claro que
1T 15 €15 < ¢ @07 121 10,201 160,01 w0 duy) duca)
scao el
de modo que también en este caso obtenemos
I} 711 < ¢ eIl

Por la simetria en las hipdtesis sobre el niicleo es védlida la misma acota-
L *
cién para |IT; TJ- Il

alll/2

Si £ es un ndmero entero y c(£)=C(2k) , se verifica

1/2

que Ic({)'“=A<e , por consiguiente para i< j el lema de Cotlar permi

te concluir que

=

J
1) TgIISA
£=i
Sean r y R tales que 0<r<R<e , existen enteros iy j de modo que

aolcr< @™ y (I <r< (@20I*" , entonces

j-1
Kpp £60 = { _ Kooy) £0) duy) + f Ty £00)
(2k) < d(x,y)<R L=i+1
; J Kx,y) £0y) du(y) .

e <d(x,y)< (2K

Por lo tanto, para obtener la tesis serd suficiente que los operadores defi

nidos por el primero y tercer términos en la igualdad anterior, sean acota-
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dos en L2 uniformemente en R y r . Esto ocurre, pues ambos estdn domi
nados superiormente por la funcidon maximal de Hardy-Littlewood de f . Vea

mos por ejemplo el primero de ellos

| K(x,y) £(y) du(y) |
(2K <d(x,y) <R

sC{ de,y) T IE) | duly)
2)d <d(x,y) < (217"

<c(2K) I £(y) | duy)
B(x,(2K)7 ")

<C.Mf(x)

C s6lo depende de las constantes del espacio y de la constante de (2.1)

C.Q.D.

El hecho de que el orden del espacio y el exponente en la condi-
cién (2.2) coincidan no es restrictivo. En el caso de ser diferentes, ambas

propiedades se verifican para el minimo de estos dos nimeros.

Es claro que el mismo resultado del teorema es valido para el ope

rador adjunto

~

(2.17) KR,rf(x) . K(y,x) £(y) du(y)

r <d(x,y) <R
§.2 ACOTACION Y CONVERGENCIA EN IP . TIPO DEBIL (1,1

Como se mencioné en §.1 , para obtener los tipos fuerte (p,p)
y débil (1,1) de un operador integral que es acotado en L2 , es sufi-
ciente que el nficleo satisfaga una propiedad del tipo (2.2".b) . Ademas

las normas en LP y en L1 débil del operador dependen sélo de la norma
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en L2 y de la constante de (2.2")(ver (2.4)enelCap.lll de [CW]). Como co
rolario de este teorema de Coifman y de Guzmdn se obtiene el siguiente

resultado relativo al operador truncado KR =

b
(2.18) TEOREMA: Sea (X,d,u) tal que para cada x ¢ X la medida del
conjunto {x} es cero. Sea K un nicleo singular que satisface 2.1) vy
(2.2".b) tal que KR r ©S acotado en L2 uniformemente en R y 1 . En
b

tonces, si 1<ps<2 y fe 1P se tiene que

Il K

ror £l,5 G 1E 1

Si--fel

. -1
p{xeX: K rf(x)|>k}sc1)\ Il fH1

R,
con Cp y C1 independientes de R, r y f .

Demostracidén: Por la observacién precedente, el teorema estard

probado si se demuestra que el nicleo KR 1,(x,y) =K(x,y) . XR r(x,y) satis
] b
face (2.2".b) con constante independiente de R y T , Xp r(x,y) denota
2

1a funcidén caracteristica del conjunto
{(x,y) e XxX: r<d(x,y) <R}

Procediendo como en la demostracién del lema (2.5), obtenemos

|KR,T(X’Z) - KR,I‘(X’Y) I dU(X)
da(x,y)>2d(y,z)

.

IA

xR,r(x,Z) 1K(x,2) - K(x,y) | du(x)

a(x,y)>2d(y,z)

+ |K(X’Y) | IXR’r(X’Z) - XR,I‘(X’Y) l d]J(X) s

d(x,y)>2d(y,2)
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la primera integral estad uniformemente acotada, pues K satisface (2.2'".b).
Para estimar la segunda integral, observemos que su dominio de integracidn
esta contenido en [B(y,R) AB(z,R)1ul[B(y,r) AB(z,r)], entonces por (2.1)

queda mayorada por

c d(x,y) " du() + C dx,2)" " dux) -

B(y,R)AB(z,R) B(y,r)AB(z,T1)
a(x,y)>2d(y,z) - d(x,y)>2d(y,z)

Para acotar una de estas integrales, por ejemplo la primera, supondremos

dos casos segin el orden entre R y 2kd(y,z) :

a) R<2kd(y,z) . Es claro que

(2.19) d(x,y) " du(x) <d(y,z)”" uCB(y,R) AB(z,R)] ,

B(y,R)AB(z,R)
d(x,y)>2d(y,z)

si xeB(z,R) se tiene que
d(x,y) <k[d(x,2) + d(z,y) 1< 3% d(y,2) 5

lo que significa que B(y,R)AB (z,R) estd contenido en B(y,Skzd(y,z)).
Este hecho junto con la normalidad del espacio y la hipbtesis sobre la
medida de los conjuntos unitarios permite acotar uniformemente el miem-

bro derecho de (2.19).
b) R>2kd(y,z) . En este caso son vdlidas las inclusiones
B(y,R/2k) < B(z,R) < B(y,2kR)

por consiguiente B(y,R) AB(z,R) estd contenidaen B(y,2kR)- B(y,R/2K)

y la integral a estimar estd mayorada por

dix,y) " du(x)
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que resulta acotada uniformemente. C.Q.D.

Observemos que si el nicleo K satisface la hip6tesis (2.2".a)
en lugar de (2.2".b), el teorema (2.18) puede aplicarse al nicleo adjunto
K(x,y) = K(y,x) Yy por dualidad se obtiene el tipo fuerte (p,p) para

2<p<e del operador KR,r .

Como en el caso clésiéo, para obtener resultados dé convergencia
de los operadores truncados KR,r cuando r tiende a cero y R a infini
to, es Gtil saber que un espacio de funciones suaves es denso en 1P, En
el contexto de espacios de tipo homogéneo estdn bien definidas las clases
de funciones Lipschitz, este tipo de suavidad es suficiente para nuestros

propdésitos. Si la medida es regular, la densidad en LP de una de tales

clases es consecuencia de la propiedad (1.20) de Macias-Segovia.

(2.20) LEMA: Sea (X,d,1n) un espacio de tipo homogéneo que es regular
en el sentido de la medida. Entonces existe Be (0,1) tal que las funcio-

nes de clase Lipschitz B con soporte acotado son densas en P , 1sp<e,

Demostracién: Si fe P y £20, entonces, como X es unién

numerable de bolas concéntricas, existe una sucesién {f m} de funciones
simples con soporte acotado, 0= f1 €ess® fms ...<f talque 1lim fm(x)=f(x) ;
Esto reduce el problema a aproximar funciones caracteristicas de conjuntos
medibles acotados por funciones de clase Lipschitz con soporte acotado. Co
mo se menciond en el Capitulo I, para algin Be (0,1) existe una casi-dis
tancia p de orden B equivalente a d . Sea E un conjunto medible y
acotado en X y €>0 . Por la hipGtesis de regularidad de la medida res-
pecto de la topologia del espacio, existen K y G un compacto y un
abierto respectivamente tales que KecEcG vy p(G- K) <e . Es claro que

G puede elegirse acotado. Si G' denota el complemento de G y p(x,A)

= inf {p(x,y) : ye A} , la funcidn
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g(x) = p(x,G")[p(x,G') + p(x,K)]—1

vale wno sobre K , cero fuera de G‘, toma valores entre cero y uno y €s
de clase Lipschitz B . Entonces
3 P p p
Ixg-g llp = Ixg() - g(x) | du(x) <2 du(x) <2%e
G-K
C.Q.D.

(2.21) TEOREMA: Sea (X,d,u) regular en medida y tal que para cada

xe X 1la medida del conjunto {x} es cero. Sea K un niicleo singular que
satisface (2.1), (2.2".b) y (2.3'.a) tal que KR,r es acotado en L2 uni
formemente en R y 1 . Entonces si 1<p<2 Yy felP , existe el limite
en norma LP de KR,rf cuando r -0 y R=+« . Si se denota por Kf

este 1imite, se tiene que

Kf <C f
I Hp D I} Hp

Demostracién: Si R,>R,> 1>x,>15> 0, fe P y g es uma

funcién de clase Lipschitz g con soporte acotado, aplicando el teorema

(2.18) obtenemos

1Ky o £Kg o £H =1l

K. f£+Ky o £l
2272 pTy P TpT o RpRy P

IA

Il K (f-g!ll_+ IIK (f- 2|l
rysTy P RZ’R1 )

+

|| K gl _+ Il K gll
T5Tp © P RysRy =7p

IA

2¢, I £-gll+ 1K, o gl

15T p

+

II K g ll
R2,R1 P

Por el lema (2.20) puede elegirse g de clase Lipschitz B8 con soporte

acotado de modo que |l f- gI&) sea arbitrariamente pequefio. Por otra parte
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la desigualdad integral de Minkowski y el lema (1.35) permiten obtener la

siguiente mayoracidn

p 1/p
Ik g2ty =t[ 1] KGoy) 800 dui) | du)
2R 7P
X R<d(x,y)<R,
-p 1/p
<C f 80 1| d(x,y) duGdl  du(y)
X R,<

154(x,y) <R,

b 2

<cRUPP gy

como p>1 es claro que || K g |l tiende a cero cuando R, crece a
R2,R1 P 1

infinito. Finalmente, haciendo uso de la propiedad de cancelacidn (2.3'.a)

de K y de la suavidad de g es posible estimar [ K. . gl, , en efec
1272
to
Kr, 1,8 (x) =f K(x,y) [g(y) - g(x)] duy)
rzsd(x,y)<r1
+ g (x) f K(x,y) duly) ,
rZSd(x,y)<r1

por consiguiente, en virtud de (2.1) y del lema (1.36), es valida la desi-

gualdad

B-1
K, gGl<C| dx,y)  du(y)
1772 r,<d(x,y) <1,

+C| f K(x,y) du() |
rZSd(x,y)<r1

< Cr1B+C | K(x,y) du(y) |

r,<d(x,y)<r,

Por lo tanto lKr r g (x)| es acotado y convergente a cero uniformemente
1272
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cuando T tiende a cero. Sean erX y R>0 tales que sopch(xo,R) y
como T4 < 1 se tiene que

p
Il X gl = XK. ¢ 8 (x)|  du(x)
B(x,,2KkR) 1772

Entonces |l K g |l tiende a cero cuando 1, tiende a cero. La desi-
r,T,° P 1

gualdad de la tesis es consecuencia del teorema (2.18). C.Q.D.

Observemos que si ademds de las hipétesis del teorema (2.21), K
satisface (2.2".a), se obtiene el resultado para 2<p <« . S1 K también
verifica (2.3'.b), existe K limite en 1P de los operadores KR o

b

le 1a desigualdad [ K£Il_<C IEI .
e la desigualdad || Hp p|l I%
§.3 EL OPERADOR MAXIMAL DE LAS TRUNCACIONES Y LA CONVERGENCIA PUNTUAL
gi el ndacleo singular K satisface la condicién (2.1) y f es
una funcidén de P para algin p finito y mayor O igual que uno, la inte

gral

K(x,y) £(y) du(y)
d(x,y)=1

es absolutamente convergente. Para este tipo de ndcleos es, entonces, sufi

ciente estudiar la convergencia puntual de los operadores

K€ f(X) s K(X’Y) f(}’) dU(Y) s
e<d(x,Y)

este problema estd estrechamente vinculado al de determinacidn del tipo

del operador maximal asociado

*
K f(x)=sup |K€f(x)|
>0

En esta seccién se obtendran los resultados de acotacidén en P y tipo dé

ES
bil (1,1) para el operador K .
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Observemos en primer lugar que para fe I’ con 1< p<® , ¥
xeX, Kef (x) es continua por la izquierda como funcién de e>0 . Por

. + . % e
lo tanto si Q denota el conjunto de los racionales positivos,

sup |K_£ (x)|=sup {ist(X)l l€e€ Q+} >
e>0

*
y por consiguiente K f (x) es una funcidn medible.

Para obtener el tipo débil (1,1) del operador K* por medio de
un lema de tipo Calder6n-Zygmund, probaremos que si 1<p<w entonces K* es
acotadden LP. Este resultado es consecuencia de una mayoracién puntual
por una suma de operadores conocidos. Una estimacién de este tipo se consi
gue con el método que en [R] se aplica a integrales singulares en R y
en [D] a integrales de Cauchy sobre curvas Lipschitz. Si X, ©s un pun-

tode X y €>0 , Kef(xo) es igual a

@2 | (K(x,y) - KGO () duy) + K () - KO 9D )
0’
d(x,,y)ze
con Xe B(xo,e/Zk) y fe P (1<p<e®) . Si el niGcleo K satisface una

condicién de suavidad del tipo (2.2'.a), el valor absoluto del primer tér

mino de (2.22) se acota por una constante veces la maximal de Hardy-Little

wood de f en X, - Por consiguiente

(2.23) IKEf(xo)lsCMf(xo)+|Kf(x)| +|K(XB(X &) D,
0’

para todo Xxe B(xo,e/Zk) . Tomando promedios sobre B(xo,e/Zk) en ambos
miembros de (2.23), aplicando luego la desigualdad de HGlder y el teorema

(2.21) se tiene que

IK€ f (xo) |<CMf (xo) +M(KE) (xo)

FuB0g,e/29) 7 | Kl ey @ 091 09
B(x,,e/2k)
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<CMf(x)) +M (Kf) (x,)

Fu(B(x,,e/200) T f KOy ey D G a0 1T
X .

<CME(x)) +M (K) (x))+ [M (1£17) Gx) /T

Si 1<r<p todos los operadores mayorantes son acotados en P y por lo

E3
tanto también lo es K

Para el tipo de niicleos que estamos considerando se puede obtener
*
una estimacién mejor de K , andloga a la que se prueba en [S] en el ca
so euclideo,usando el teorema de Calderdn-Zygmmnd sobre aproximaciones de

la identidad. El resultado es el siguiente.

(2.24) TEOREMA: Sea (X,d,u) regular en medida y tal que para cada

xe X 1la medida del conjunto {x} es cero. Sea K un nicleo singular que
satisface (2.1), (2.2'.a) y (2.3") tal que KR,r es acotado en L2 uni-
formemente en R y 7T . Entonces existe una constante finita C tal que

para toda fe IP con 1<p<w , es vidlida la desigualdad

*
K £ (x)<CMIKf]l (x)+CMf (x) ;
M es el operador maximal de Hardy-Littlewood y K el operador limite en

1P del teorema (2.21).

Demostracién: Sean oe (0,1) y p una casi-métrica de orden a

equivalente a d , a; y a constantes tales que a,e sdsaz p . Si A1 s
A2 y K; son las constantes de normalidad de p ( (1.29) a (1.32) )y

si el espacio X tiene medida finita, es védlida la siguiente desigualdad
* -
(2.25) K £()<swpl{l K f()|:0<e<2A K, A7 u(X)
+ sup {| Kgf (xX)|:2A,K Al uX) <€}

27171

El segundo sumando en el miembro derecho de (2.25) estd mayorado por una
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constante veces Mf (x) . En efecto, por (2.1) y por ser X una bola de

medida acotada por una constante veces e, se tiene que

Kt@isc]  dmn T IEW | a)
a(x,y)ze

_ [
<ce’! | 1)1 duty) s CME ()

X
Por lo tanto serd suficiente obtener la estimacién de la tesis para el ope
rador definido por el primer sumando del miembro derecho de (2.25). Sea
¢:[0,0) - [0,) una funcién de clase ¢” , decreciente, con soporte en
[0,1) y tal que fooo o(t)dt=1 . Si e>0 denotamos con q;e(x,z) ala
funcién e o (p(x,2) 8_1) y definimos un nticleo sobre XxX de la siguien

te manera

(2.26)  H_(x,y) = [K ¢_(x,*)] (¥) 1nnf K(z,y) ¢, (x,2) du(z)
§-+0
d(z,y)=6
Sabemos que este limite existe en el sentido de P , pues para x fijo
¢€(x,z) estd en IP como funcién de =z . Las propiedades de ¢ y de la
casi-distancia p aseguran que también existe 1imite puntual, en efecto:
fijados €>0 y xeX , la funcién q>€(x,-) tiene soporte acotado, es

acotada y por la propiedad de orden o de p se tiene que
(2.27) 16_(x,2) - 0.0 | < C €77 Jo(x,2) - p(x,u) |

<ce? o,z + oW1 % p(u,2)®

sce 1@ o(u,2)%

si p(x,z)<2ke y pkx,u)<2ke . Si p(x,z)<e y p(x,u)z2ke enton

ces ¢€(x,u) =0 y p(u,z)>e , por lo tanto

1

19, (x,2) - ¢_(x,u) | SC e s C p(u,2)®
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Por consiguiente ¢€(x,-) es Lipschitz o . Como el nicleo K satisface
la propiedad de cancelacién (2.3'.b) es valido el argumento que hemos usa-
do en la demostracién del teorema (2.21), para probar la buena definicidén

puntual de He(x,y) :

Para €>0 y xeX definimos ge(x)=&¢€(x,z) du(z) . Demostra
remos ahora que, para 0<e<?2 A2 K1 Aﬂ u(X) existen constantes finitas

C1 y C2 tales que

(2.28) C1sg€(x)SC2 para e>0 y xeX

Sea a=2A,A;'>1, por (1.29), (1.31) y la hipStesis sobre la medida de

los conjuntos unitarios se tiene que

W(B, (x,a1)) - (B (6,1)) 228, T- AT =A T,
para todo r tal que ars< K1 u(X) . Por las propiedades de ¢ Yy la desi-
gualdad anterior observando que la restriccién en € puede escribirse
ca ! <K u® , obtenemos (2.28) del siguiente modo

1 a_k

1= ‘ o(t) dt= ) J o(t) dt
k=0
o -k-1

(e o]

<Ce ) ¢(a'k'1)Aze a
=0

k-2

[o.0]

k-2

cce ' 7 oY e xea ™) uE (xea™ )]
k=0 P P

<Cg.(x)

«C e 7§ b(p(x,2) € 1) du(2)
k=0

€ Z_k-1Sp(X,Z)< Ti
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1
SCJ o(t) dt=C
0

Consideremos el siguiente nicleo sobre Xx X

(2'29) q>€ (X’}’) = H€ (X’Y) - KE (X:Y) gE (X) ’

para €< 2A_2K1A;1 uX) , K (x,y) es la funcién que vale K(x,y) si

d(x,y) 2e y cero en caso contrario. Probaremos en lo que sigue que {@E}

es una aproximacion de la identidad, mis precisamente

(2.30)  lo () lse zlolxy) €,

para alguna funcién ¢ decreciente e integrable sobre R

i) Supongamos que p(X,y) < 2::1.2 3{18 . Queremos definir ¢ en el intervalo
[O,Za.2 a;1) . E1 valor absoluto del sustraendo de (2.29) se acota por
Ce ' en virtud de (2.1) y (2.28). Para estimar el minuendo de (2.29),
notemos que en las integrales que definen Hg(x,y) en (2.26), s6lo con
tribuyen aquellos puntos z para los cuales p(x,z)<e . Por la hipote
sis presente sobre la relacidn entre € , x e Yy , la equivalencia de
las casi-distancias d y p muestra que cada integral en (2.26) puede
tomarse sobre una corona {z: §<d(z,y)<Ce} . Es posible, por consi-

guiente, aplicar la propiedad (2.3') de K vy la desigualdad (2.27) pa-

ra obtener
|H€(X,y) | < 13{ |K(Z’Y) | l(bg (X,Z) - ¢€ (X’Y) I dU(Z)
§
§<d(z,y)<Ce
+ 1%m |[ K(z,y) du(z) [1¢_(x,y) |
&0
8=<d(z,y)<Ce



47

<Ce p(z,y)or1 du(z) + C "

p(z,y)<Ce

Resumiendo [<I>€(x,y)|sCe:_1 si p(x,y) < 2&12 a1 , esto permite tomar

-1
constante en el intervalo [0,2512 a1 ) =

ii) Supongamos que p(X,y) 2 25;12 a1 e . Se pretende definir genl[2 a,a, »®) .
Observemos que <I>€(x,y) es igual a
Lim [K(z,y) - K(x,y)] ¢ (x,2) du(z)

§-+0
d(z,y)=6

y que a estas integrales contribuyen sélolos z tales que p(x,z)<€,

para tales z se tiene que

d(x,y) 22, o(x,y)=2 a,e> 2 a, o(x,z)22d(x,z)

En consecuencia podemos aplicar (2.2'.a) para mayorar |<I>€(x,y)| de

la siguiente manera

15,6,y) | < Cdie,y) J ¥Td(z,%) dGx,y) 11 6, (x,2) du(2)
X

st(x,y)_1 Yla,e d(x,y)—1] { ¢ (x,2) du(z)
X
-1 -1 -1 -1
<Ca; p(x,y) =~ V¥laay ep(xy) 1,
notemos que si z(t)= ct™! ¥(a, af t_1) , el Gltimo miembro en la de-

sigualdad anterior es 8—1 tlp(x,Y) 8-1] .

Las propiedades de V¥ implican que ¢ e€s decreciente e integra

ble. Por consiguiente (2.30) estd probada y entonces
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@31 1 a,on £ W I=CNTe)
X

que se obtiene, como en el caso euclideo, descomponiendo la integral en coro
nas diaddicas centradas en x Yy aplicando las propiedades de T .

1

Sea 1<p<e y q el conjugado de Holder de p: P +q_1=1 .S1f

estd en LP , como He(x,y) estdi en 11 de la variable y para x fijo,

la integral [ H€ (x,y) £(y) du(y) es absolutamente convergente. Ademis,
X
H (x,y) es limite en 19 delavariable y de | K(z,y) ¢_(x,2) du(z)
& d(z,y)=6 €
para & que tiende a cero. Por otra parte, por el teorema (2.21), de

converge a Kf en 1P . Con estas observaciones son claras las siguien-

tes igualdades

(2.32) IHE (x,y) £(y) du(y) =§i18Jf(}’) { K(z,y) ¢, (x,2) du(z) | du(y)
X X d(z,y)=6 ~
=éilgj¢s(x,2) I £(y) K(z,y) du(y) | du(z)
X d(z,y)=68

= I ¢, (x,2) K£(z) du(z)
X

De (2.29) y (2.32) sigue que

g [Ke(x,y) £(y) duly) = JHC(x,y) £(y) duly) - J 0. (x,y) £(y) du(y)
X X X

= [ 9. (x,y) K£(y) du(y)-J o_(x,y) £(y) du(y) .
X X

Finalmente de (2.28) y (2.31) obtenemos
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[ % ) £0) o) 1€l 09 [ K (x,y) £0) aun) |
X X

<CM[K{f] x)+CMf(x) ,

para 0<e<2A K A; u(X) . C.Q.D.

1

El resultado sobre tipo débil (1,1) es el siguiente.

(2.33) TEOREMA: Sea (X,d,u) regular en medida y tal que para cada

xe X 1la medida del conjunto {x} es cero. Sea K un nicleo singular que
*

satisface (2.1), (2.2".b) y tal que el operador maximal K es acotado en

*
L2 . Entonces K es de tipo débil (1,1).

Demostracién: Podemos suponer que las bolas son conjuntos abier-

tos en la topologia del espacio, pués si p es una casi-distancia equiva-

lente a d vy

KZ f(x) = sup lj K(x,y) £(y) du(y) |
e>0

p(x,y)ze

por la propiedad (2.1) del nacleo, se tiene que

* *
K f(x) = Kp f(x) + CM f(x)

* *
Kp f(x) <K f(x)+CM£f(x)

En consecuencia, por las propiedades de M , tanto las hipdtesis como la

tesis del teorema subsisten por cambio de casi-métricas equivalentes y po-

demos tomar como p 1la de orden o asociada a d . Sea fz20, fe Lt » CO

*
mo K es positivamente homogéneo es suficiente demostrar que
*
(2.34) u {xeX:K f(x)>1}SCIIfll1

Observemos que si mX(f) > 1 entonces up(X) < || £ ||1 con lo que

(2.34) es valida. Si mX(f) <1 , la funcién f y el nGmero A=1 estén
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en la relacién de la hipdtesis del lema (1.15), por lo que f puede des-
componerse como suma de una funcidn acotada mds una serie de funciones con
soportes disjuntos y promedios nulos. En lo que sigue se usard la notacidn

de aquel lema. Por la subaditividad de K* , es claro que
' * ® *
(2.35) u{xeX: K f(x)>1}<p {xeX:K g(x)>1/2}+u {xeX: K h(x)> 1/2}.

El primer sumando en el miembro derecho de (2.35) puede mayorarse usando la
*
hipdtesis de acotacidén en L2 de X , (1.16), (1.18) y (1.19):

¢

£ 2
[K g(x)1” du(x)

IA
.

w-ixeX: K*g(x)> 1/2}
X JX

r

<c | lgm1% au

J
X

IA

C J lg(X)Izdu(X) +C[ Ig(X)Izdu(X)

uBn X-u Bn

r

C u(ulgn) + CI [£(x) | du(x)
X

IA

IA

AENP

Para estimar el segundo sumando en el miembro derecho de (2.35) notemos,
aplicando nuevamente (1.19), que,si C; es la constante cel lema {1.5), es

suficiente obtener una acotacién por |f H] de
%
(2.36) p {xeX- uB(xn,ZkC1rn):K h(x)> 1/2}

Con este fin tomemos un punto x fuera de uB(xn,Z kC1 rn) y un nGmero
e>0 que define una truncacién arbitraria de la integral singular alrede

dor de x . Consideremos la siguiente particibén del conjunto de los nlmeros

naturales
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N, = neIN: Snc B(x,e)} ,

N, = fne N : SHCX-B(X,&:)} y

N, = {ne IN : existen y, e y, en S, tales que d(x,y1)_zey d(x,yz) <e} .

Es claro, entonces, que a la integral Keh(x) =3 KE hn(x) contribuyen sélo

los ne N, u]N3 . 81 neIN, , por (1.17) se tiene que

(2.37) K_h, (x) =J [K{x,y) - K(x,x )] h (y) du(y)

d(x,y)>e

Para ne ]N3 , la condicidn (2.1) en el nicleo implica que

K G0l <Ce™ [ )1 aue)
X

Notemos que, en este caso, C1 r <€ , pues de ocurrirla desigualdad contra

ria tendriamos

d(x,x) < kEd(x,Yz) + d(yz,xn)l <2kCyry >

que estd en contradiccién con la eleccién de x . Es ahora claro que

T

‘—n, 1 n » >
en efecto:
2

d(x,u) < k[k(d(x,y,) + d(YZ’Xn)) +d(x ,u)l< 3k €

para todo u en B(x ,C4 r,) . Por consiguiente
-1
(2.38) lKehn(x) l<Ce [ lhn(y) | du(y)
Blx,3 k2 €)

De (2.37) y (2.38) sigue que

heo = ] | 10,00 11KGY) - Koox) 1du0) +CMRED.
n
X
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como el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1), para

estimar (2.36), basta acotar la medida del conjunto

{xeX- uB(xn,ZkC 1rn) &1 thj | IK(x,y)—K(x,xn) du(y) > 1/4}
j
Esto es simple, pues por la propiedad (2.2".b) se tiene que

) By () HKGY) - KOox;) | duly) | du)

J
X-u B(xn,Zk C1rn) X

IA

X[ h; ()| J 1K(x,y) - K(x,x;) [du(x) | du(y)
! X X-B(xj,ZkC1rj)

IA

Clihlly<CI £

C.Q.D.

De este teorema de tipo débil y de la densidad en L1 de una
clase de funciones Lipschitz con soporte acotado, el resultado de conver

gencia puntual de las truncaciones se deduce como en el caso euclideo.
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CAPITULO III

APROXIMACIONES DE LA IDENTIDAD

Vimos en el teorema (2.24) del capitulo II, que en espacios de
tipo homogéneo normal, es vdlido un resultado anidlogo al de Calderdn-Zyg-
mund sobre aproximaciones de la identidad con nficleos® radiales decrecien-
tes. En IR’ existe un teorema debido a Z6 (ver [Z]1), que extiende el de
Calderdén-Zygmund al caso en que el nficleo de convolucién K estd dominado
por wna funcién no negativa, integrable y perteneciente a C1(B€l-{0}) cu

1 .
. La demostracidn se basa en

yo gradiente es menor o igual que Clxl-n_
un resultado general sobre tipo débil (1,1) de un operador sublineal, aco-
tado en algln P y que actda de un modo adecuado sobre funciones con pro
medio nulo y soporte acotado. La primera parte de este capitulo tiene por

objeto extender al contexto de espacios de tipo homogéneo generales este

teorema. En la segunda se obtiene una aplicacién al caso de espacios norma

les. Esta aplicacidn parte de la siguiente observacidn.

(3.1) Observacién: Si £(x) es una funcién definida sobre R" con valo-

res reales, son equivalentes los siguientes hechos:

a) £ (x) esradial,no negativa, integrable, pertenece a la clase C1(IRn-
{0}) vy

G.2)  Iveisc xi™!
para alguna constante finita C .

b) Existe una funcién ¢ = 0 definida sobre R tal que

(3.3 L0 = e(x™ IxITh

(3.4) 6 eC(RH ,

(3.5) ¢ es acotada ,
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(3.6)  le'(t)l<Ct

o

(3.7) Joq)(t) t at<w .

Demostracién: Sea £:R + R u {0} 1la funcidn de C1(]R+) que re-

presenta a £ sobre cada rayo, esto es decir que £(x)=£(|x|). Definamos

1/n), es claro que ¢« C1(R+). Para pro

1/n

q>:]R+—>R+u {0} por ¢(p)=p L(p
bar que ¢ es acotada, tomemos p>0 vy elijamos R(p) >p tal que
Z(R(p)) < p_1, tal eleccién es posible porque £« L! (R™). La derivada de
£ enel punto s es la derivada direccional de £ en la direccidn
xolxol-1 en el punto X,, para cualquier X, tal que |x0|=s, en conse-

1

cuencia £'(s) = Ixol_ X, *VL(x,) y por (3.2) se tiene que

N N R(p) .
E'™ <7 R(o)) + [ 12 (s) 1ds
p1/n

1o que prueba (3.5). Por otra parte
o' () 1= By oM LB

s D/ U -

que es la desigualdad (3.6). Para probar (3.7) observemos que [Z(x)dx en

coordenadas polares es C fwd)(pn) p'1 dp, 1y esta Giltima es la integral a
0
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estimar como puede verse haciendo el cambio de variables prl =t.

Reciprocamente, si ¢:R+—> Ry {0} satisface (3.4) a (3.7), la
funcién £ definida por (3.3) es integrable, pertenece a C1(Rn- {0}),y

ademds, si 1<is<n se tiene que

%T(X) =[¢'(len)nlxln-2xi!xln - ¢(|x|n)n|x|n_zxi] x| 720

1

2 ne(xI™ixI ™ 2k,

—_ 1 n
=n ¢' (Ix] )xi |x| i

De esta expresidén para una derivada parcial, (3.5) y (3.6), la desigualdad

(3.2) resulta clara. C.Q.D.

De la observacién (3.1) se deduce que el estudio de la aproxima-
cién de la identidad definida por un niicleo radial en ]Rn, que cumple las
condiciones del teorema de Z6, es equivalente al estudio de la aproximacidn
correspondiente a un nficleo de tipo (3.3), con ¢ que satisface (3.4) a
(3.7). La ventaja del segundo enfoque radica en que £(x-y), definido por
(3.3), solo depende de Ix-y|n que es la casi-distancia normalizadade R"
entre x e y. Ademds las propiedades (3.4) a (3.7) son independientes
del espacio y s6lo se refieren al comportamiento de ¢ como funci6én real.
Si para 6>0, ﬂa(x) =g 2(6_1 x) y £ estd definida por (3.3), tenemos

que
£, = o8 M x1™) 1x| 7

Estos hechos sugieren estudiar el problema del tipo débil (1,1) del opera-

dor maximal cuando los nficleos son de la forma

K () =6 deoy)) ooy,
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(X,d,u) es un espacio de tipo homogéneo normal, y ¢ es una funci6én que

cumple las propiedades (3.4) a (3.7).

§.1 EL TEOREMA DE ZO

(3.8) TEOREMA: Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo con la propie
dad de que las funciones continuas son densas en L1. Sea T un operador

definido sobre L] +1L° con valores en el espacio de las funciones p-medi-
bles sobre X, numerablemente subaditivo y positivamente homogéneo, tal que

para algln par de constantes positivas M vy CO ocurre que

(3.9) T gll, < Co gl -
(3.10) S1 he L1 5 {x:h(x)#O}cB(xo,r) y [hdu=0, se tiene que

Th ()| du(x) = [ h(x) | du(x) -
X-B(x_,Mr)

Entonces T es un operador de tipo débil (1,1) y acotado en LP para

T<psgeo .,

Demostracion: Sea p una casi-distancia equivalentea d tal que
las bolas son conjuntos abiertos en la topologia del espacio. Sean C1 y

C, constantes tales que

2

Cyp(x,y) = d(x,y) <G, p(X,y)

para todo par de puntos X,y en X. Sea f£=0 una funcidn de L1, pode-
mos suponer que mX(f) <1. En virtud del lema (1.15) aplicado a f como

funcién en el espacio (X,p,nu) con A=1, obtenemos una descomposicién de

f como suma de una g tal que |[[gll_<D mds una serie de funciones con

soportes contenidos en bolas e integrales nulas. Como el operador T es
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subaditivo y positivamente homogéneo, es suficiente demostrar que
(3.11) p{xeX: le(x)I>2(COD+1)}s (Z||f||1 ;

para toda funcién f no negativa de X . Enlo que sigue usaremos la nota-

cién del lema (1.15). Observemos que, por la sublinealidad de T vy (3.9),
es suficiente estimar la medida del conjunto {xeX:|T (Z hn) (x) 1> COD +1} .
Sea C 1a constante del lema (1.5). El miembro izquierdo de (3.11) se

acota por

(3.12) u{x&;i Bd(xn,MC C2 rn): IT(Z hi) (x) !>COD+1}+u[HBd(xn,MC C2 rn)] .

Para mayorar el segundo sumando de (3.12), notemos que Bd(xn,MC C2 rn) c

Bp (Xn,MCC2 (31'1 rn) . La medida de esta filtima bola es menor o igual que
una constante veces p(Bp(xn,C rn)), entonces por (1.19), se tiene que

ulu Bd(xn,MCC2 rn)] <C Hf]|1. Por otra parte,por (1.18) Sn= {x:hn(x)+ 0}e
Bp(xn,C rn)c Bd(xn,C C2 rn) y en consecuencia cada }51 estd en las condicio

nes de (3.10), esto permite estimar el primer sumando de (3.12) por

C IT(Zhy) (X) | du (%)

X-uB(x ,MCC, T )

<C} ITh; () | du(x)
1

X-B(x;,MCC, T;)

) J h; () duC)
1
X

Lo que prueba (3.11). La acotaci6n en LP es consecuencia del teorema de
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interpolacién de Marcinkiewicz. C.Q.D.
Este teorema puede aplicarse al caso de operadores maximales de

integrales para obtener el siguiente resultado.

(3.13) COROLARIO: Sea (X,d,n) un espacio de tipo homogéneo tal que las
funciones continuas son densas en L1. Sea {Koc:(“ r'’} uwna familia de fun-

ciones medibles en X x X tal que, para fe L1 +L

T £(x) =sup IJ K, (y) £(y) du )1
ael X

define una funcidén p-medible sobre X. Ademds:
(3.14) existe C independiente de x y de a tal que

[ ke tau <c,
X

(3.15) existen dos constantes positivas M y C tales que

sup IKu(z,y) - Ku(z,x)l du(z)<C .
ael
d(z,y)=Md(x,y)

Entonces el operador T es de tipo débil (1,1) y acotado en LP,1<ps e .

Demostracién: De la propiedad (3.14) de la familia {Ku} sigue

inmediatamente que T es acotado en L , que es la hipbtesis (3.9) del
teorema. Para verificar (3.10) tomemos una funcién h en L1 tal que
{x:hX) 0} CB(xO,r) y fhdu=0, entonces por (3.15) el miembro izquier

do de (3.10) estd mayorado por

[ sup IJ [K_(2,) - K, (2,%)Th(y) du(y) | du(2)

oel
X—B(xo,Mr) B(xo,r)
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s[ lh(y) | [ 2161113 IKa(z,y)-Ka(z,xo)l du(z) du(y)
B(xo,r) X—B(xo,Mr)
<C lhlily -

En consecuencia, del teorema (3.8) obtenemos el resultado. C.Q.D.

§.2 APLICACION A UNA CLASE DE APROXIMACIONES DE LA IDENTIDAD EN ESPACIOS

NORMALES.

En esta seccién (X,d,u) denotard un espacio de tipo homogéneo

normal tal que las funciones continuas son densas en L1 ;

Sea ¢ una funcidn definida sobre RY con valores en R {0}
que satisface las propiedades (3.4) a (3.7). La condicidn (3.4) puede de-

bilitarse, es suficiente que ¢ sea Lipschitz 1 en cada intervalo (t,=),

con constante de Lipschitz menor o igual que Ct-1.

Sea 0<e<1 y definamos Ke(x,y) Xx X > ]R+u{0} por
-1 -1
(3.16) K (x,y)=¢ (e dx,y))dx,y) ..

En el proximo lema se prueba que, si el espacio tiene la propiedad (P), la
familia {Ks(x,y): 0<e<1} verifica (3.14). Veremos luego ejemplos de es

pacios sin la propiedad (P) para los cuales (3.14) no es valida.

(3.17) LEMA: Sea (X,d,u) un espacio con la propiedad (P). Entonces

existe una constante C tal que
ale 1
(3.19) J Kacx,y)du(y)scj o0t e,
d(x,y)<a 0

para todo ee (0,1) ,xeX y a> 0. Por consiguiente
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(3.19) J Kg(x,y) du(y) stm o (t) e Tat .
X 0

Demostracidon: Sea x un punto fijo en X. Kg(x,y), como funcidn

de (e,y) definida sobre (0,1) xX, es medible. Como (X,u)es o-finito se

tiene que

1 1

G [ K (o) ) de= [ aGn [ ol d0ey)) del e
X X 0

Luego del cambio de variables e~>t= 8—1 d(x,y), el segundo miembro de

(3.20) se escribe

J {J o(t) £ 2 at}du(y) -
X d(x,y)

Invirtiendo nuevamente el orden de integraci6n, aplicando la propiedad de
normalidad del espacio y teniendo en cuenta que, por la propiedad (P),

los conjuntos unitarios tienen medida nula, obtenemos

1 o 3
j{[gmw@MMw[¢mt{J au(y)} e
0 X 0 d(x,y)<t

=r o(t) £ 2 u(B(x,1)) dt
0

sc{ o(t) ¢ Tat .
0

Por consiguiente de (3.7) sigue que &Ks(x,y) du(y) estd en L1 (0,1) ,
entonces es finita para casi todo €e (0,1). Pero, en principio, el con-
junto de los € para los cuales dicha integral diverge podria depender

de x, la propiedad (P) es suficiente para que esto no ocurra. Aplican
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do el teorema de Lebesgue de derivacién de la integral a la funcidn

/ Ke(x,y)du(y), en la variable e para x fijo, se tiene que
B(x,a)
€O+h
o
s [ K cyam-lan! (xR amie
(8] >
B(x,a) £ B(x,a)

para casi todo €€ (0,1). Estimemos ahora, un promedio cualquiera en el
miembro derecho de (3.21). Para ello procedamos como antes, invirtiendo el
orden de integraci6én, efectuando el cambio de variables e~>t= 5_1 d(x,y) ,
cambiando nuevamente el orden de integracidn y, finalmente, aplicando la
propiedad (P):
€ +h
~ o
(3.22) n [ {[ K_(x.v) du(y)} de
€ d(x,y)<a
e +h
-1 A2 -1
=h d(x,y) o(e  d(x,y)) de} du(y)

d(x,y)<a €

d(x,y) /e,
=h_1J ' {f $(t) t'zdt}du(y)

d(x,y)<a  d(x,y)/(e4*h)

(o]
=h"] j 8(t) t 2 {f du(y)} dt

a/(€0+h) teOSd(x,y)< a

+h‘1J o(t) £ {J dn(y)} dt
0 tsosd(x,y)< t(€o+h)

dt
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Por consiguiente (3.18) es vdlida para casi todo € entre 0y 1. Sea
€6 € (0,1), NeN y €> € tal que la acotacién (3.18) es vdlida para ¢,

por (3.4) y (3.6) se tiene que

J K (x,y) duy)
(6]
N—1sd(x,y)<a
s[ axy) Mot T dGuy)) - o™ Ay 1 dn()
N"1sd(x,y)<a
R J dx,y) e T e, y)) du )
N'1sd(x,y)<a
ale
e-g, o 1
<CaNe +C[ o(t) t  dt,
(@]
0

como un nGmero ¢ en estas condiciones puede elegirse arbitrariamente
proximo a €0 es claro que

a/e
/O

[ K (oY) duy) <C J o0t e

)
N'1sd(x,y)< a 0
uniformemente en N, de modo que (3.18) es vdlida en todo el intervalo

(0,1). C.Q.D.

(3.23) Observacién: Si el espacio (X,d,u) tiene la propiedad de que
1a medida de cualquier corona estd acotada inferiormente por la amplitud,
como ocurre en los ejemplos presentados en el capitulo I, entonces por las

igualdades en (3.22) es claro que

[ Koy amzc] smt o,
X 0
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para todo € en (0,1) y xeX .

(3.24) TEOREMA: Sea (X,d,n) un espacio de orden o que satisface la
propiedad (P). Sea Ke definido por (3.16) para 0<e<1. Entonces el

operador

TE = swp || K (o) £0) )]
0<e<1 X

es de tipo débil (1,1) y acotado en LP (1<p=e) .

Demostracidén: En el lema (3.17) hemos demostrado que la familia

de nficleos {KE} satisface la hiptesis (3.14) del corolario (3.13). Vea

mos que también (3.15) es satisfecha. Es claro que  Sup IKE(z,y)—KE(z,x)I
0<ex1

es medible como funcién de z para cualquier par de puntos X,y €n X

Por las propiedades (3.4) y (3.5) de ¢ tenemos que

(3.25) 1K (2,Y)K (29 =l a2y aCy) " - 0T e
R -1
<d(z,y) ' le(e d(z,y)) - ¢(e d(z,x)) |
-1 -1 -
s 1007101 14z - A0
1o (D) 1d(z,y) - A0l € Ay

L Cld(z,y) - (2,01 d(zy) 1 a0

£ es un nimero entre d(z,y)e_1 y d.(z,x)s:—1 . Si tomamos 2k como
constante M en (3.15), s6lo nos interesard estimar el miembro izquierdo

de (3.25) para d(z,x) = 2kd(x,y). En este caso
d(z,x) < kld(z,y) +d(y,x)1 <kd(z,y) * d(z,x)/2

por lo tanto d(z,x) <2kd(z,y), por consiguiente Esz(x,z)e'1 ;
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Entonces, de (3.6) y (3.25) sigue que

K_(2,) - K (2,30 £Cld(2,y) - (2,00 1d(z,) 7 (2,07

<Cld(z,y) - d(z,%) | d(z,x) "2
Notemos ademds que, COmoO
d(z,y) <kld(z,x) +d(x,y)1<Cd(z,x) ,

la propiedad de orden o de d aplicada al Gltimo miembro de la desigual

dad anterior permite obtener
1-o o -2
(3'26) IKQ(Z,Y) - Ke(Z,XN = Cd( Z,X) d(X9Y) d(Z,X)

- cde,*dz,x) 1,

para d(z,x) 2 2kd(x,y) vy cualquier e€>0. La acotacién (3.15) se consi-

gue por integracién del miembro derecho de (3.26), aplicando (1.35).

Para que el corolario (3.13) sea aplicable, resta atin probar que
el operador T estd bien definido, en el sentido de que Tf(x) es una
funcién medible. Demostraremos que si f es acotada e integrable, T f(x)
es una funcién semi-continua inferiormente, este hecho serid de utilidad en

el capitulo IV. Mis precisamente, para cada A>0
(3.27) U, = {xeX:Tf(x)>A} es abierto.

En efecto: sea X« U>\ entonces existe ee (0,1) tal que IfKa(xO,z)f(z)
du(z) | >A. Sea x un punto tal que 2kd(x,x0)<1, aplicando el lema (3.17)

y (3.26), las siguientes desigualdades son véalidas

JERCRORACRILOLIC]

X
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< K_(x,2) - K 062) | 1£(2) 1du(2)
d(z,xo)z[de(x,xo)]1/2

g K_(x,,2) 1£(2) | du(2)
d(z,xo)<[2kd(x,xo)]1/2

‘| K_(x,2) [£(2) | du(2)
d(z,xo)<[2kd(x,xo)]”2

ccdex) Il | azxg) T (@)
d(2,x )20 2kd(6x )12

+cwmuf o(t) 1 dt
Otk 1/2 -1
(de(x,xo)) +d(x,xo)]e

< ClI£Il, dCex) ™

+cHﬂgJ o(t) t7! dt.

O<t<Ce_1d(x,xo)1/2

El Gltimo miembro tiende a cero cuando X tiende a X Y Por consiguien-

te ]st(x,z) f(z) du(z) [>2 en todo un entorno de X, - C.Q.0.

(3.28) Observacién: Si (X,d,u) es un espacio de orden a que satisfa
ce la propiedad (P), entonces el resultado de Calderdén-Zygmund para nfcleos
radiales y decrecientes puede obtenerse aplicando el teorema (3.24). En efec

+ + . . X
to: sea ¥:R -+ R u{0} una funcidn decreciente e integrable y

K Coy)=e v ay) -
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t
Si o¢(t) =J ¢(s) ds, por la monotonia de Y es claro que
t/2
S IO I
t o e(t)=t P(s)ds = y(B)/2 ,
t/2

por consiguiente

K_Goy) =e Tu(e” dGoy))<2ote T deoy)) Ay

Esto muestra que es suficiente probar que la funci6n ¢ tiene las propie-

dades requeridas por el teorema (3.24). Sea t>0 y ty=t,=t.

primero que t,2 t1/ 2, en este caso tenemos que

t t
tote) - et =tl [ 1wty ds- [P wis) as)

t1/2 t2/2
t1 t1/2

stj w(s)ds+tj Y(s) ds
t, t2/2

S'tzlb(tz) (t1—t2)4-t21p(t2/2) (t1-t2)/2

< Z(J( Y(s) ds) |t1-t2| .

0
Si t2<t1/2, obtenemos
Y b2
tloey -altlst [ wdsrr[ us)ds
t,/2 t,/2
t t t t t
11' _1_ J_ _2. _l
<z V7)) 7 vz

IA

C(J[O b () ds) It - 1yl -

Supongamos



67

Estas acotaciones prueban que la funcidn ¢ es de clase Lipschitz 1 en el
intervalo (t,~) con norma menor o igual que Ct'1 . Es claro que ¢ es
acotada por la norma L1 de . Finalmente, por una aplicacidn del teore

ma de Tonelli, se tiene que

J{m ) o(t) dt = r ¢! { Jt ¥(s) ds }dt

0 0 t/2
00 2s
-1
=J w(s){J t dt}ds
0 S
=log 2 (r ¥(s) ds) . C.Q.D.
0

Construiremos a continuacién, ejemplos de espacios normales de or
den o que carecen de la propiedad (P) y funciones ¢ tales que satis-
facen todas las condiciones de (3.24), pero la acotacién (3.14) no es vali
da.

Ejemplo 1: Sea (IRd,m) el espacio de tipo homogéneo del ejem-
plo (1.37). Hemos visto que este espacio es normal y de orden o, pero no

tiene la propiedad (P). Los intervalos

ta-1/4), 2ta+1/4)
son disjuntos dos a dos si i=4. Sea ¢ :R'>R" 0 {0} definida de la si-
guiente manera:
' 0 si t<12
ieeit o1 siote(@-1/4),2Y , 124
¢(t) = W

iesitter osiote (2, 2R+ 1/0)

0 si te(a+1/n), 2 -17G D))
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Es claro que ¢ es acotada y que [¢'(t)] sC‘c—1 . Ademas,

Q0 ot {ee] Zi __ _ _
Jt1¢(t)dt= ) {J 2 isa-nelia
0 =4t
2 (1-1/1)
Aa) .
+J [-2'1+(i’1+1)t'1jdt}

21

{ i_1 logl(1+1/i)/(1-1/i)1 +1logl1 - (1/1)2] }

Sin embargo, si {ej} es la sucesidn {Z-j} y

K (0,y) =0,y " o)’ AT
J

se tiene que

[x, @nam=| K one
x R

\

3 J 271 g2t ay
fy:d(0,y)=21

.o -1
C z (1+J) = oo
i>4-j

En el ejemplo precedente tanto la casi-distancia como la medida -
son invariantes por traslaciones de R , por lo tanto el conjunto de los
valores de ¢ para los cuales la integral [ Ke(x,y) dy es convergente ,
es independiente de x . El siguiente ejemplo muestra que esto 1O ocurre
en general, mis aln, que puede ser vacio el conjunto de los €€ (0,1) tales

que dichas integrales son finitas para todo Xx. Necesitaremos la siguiente

observaciobn.
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(3.29) LEMA: Sean f y g funciones definidas en R? con valores en
R tales que f es Lipschitz 1, g es Lipschitz 1, acotada e idénticamen

te 1 fuera de un compacto. Entonces fg es Lipschitz 1.

Demostracién: Sea B una bola que contiene al soporte de g-1

y M una cota superior de |f| sobre B . Si Xy y X, son puntos de

n P - . -~
IR supondremos tres casos segun su posicion respecto de B .

b

i) Si Xy 5 Xy € B, se tiene que
£0x)8x)-Ex) 80D 11£0ey)-£0ep) [ 180x) [+1£0xg) 18() -8 0xy)

<CIEll 3501y 180 #M gL 3p019) %977

ii) Si tanto x4 com X, estan en el complemento de B 1la acotacidn

necesaria se consigue con constante | £ “Lip(1)

iii) Supongamos que X4 eB vy x2¢’B . 81 x; esun punto en el borde de
B que ademds estd en el segmento de recta que une X, COn X, , ob

tenemos

| £0x;) 80xp) - £0x)) glxp) | = 1£(xp) 8(xp) - £(x,) |
< 1£(x,) - £(x5) | 18(xq) ]
+ 1 £(xg) | 1g(xq) - 8(x3) |
+ 1 £(xg) - £(x)) |
< U1l 350y 181 M T8N (1) 1% %]
MLEILFINED x5 - X,

<C(f,8) Ix4- X5l -

C.Q.D.
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Ejemplo 2: Sea X=R, m la medida de Lebesgue y p la funcidn
considerada en el ejemplo (1.37). Con el fin de definir la casi-distancia
d sobre X, comenzaremos construyendo una funcidn auxiliar 1y sobre ]RZ.
Sean Ri(i=1,2,3,4) las regiones planas esquematizadas en el siguiente gra

fico

Rz

1+
Rq / :
1/2 B et

i SETE ap——

/ !

Sea w:R2+ [1/2,11 una funci6n simétrica de clase Lipschitz 1 que vale
idénticamente 1/2 sobre Ry, 1 sobre R2 y si (x,y) € Rzs v(x,y) =X.

La casi-distancia

d(x,y) = p(x-y) ¥ (X,Y)

sobre R, es equivalente a la métrica usual y por lo tanto es normal.
Por otra parte del lema (3.29) y las propiedades de p ¥ ¥y resulta cla
ro que d es de clase Lipschitz 1 como funcién sobre ]Rz, por consiguien

te
‘d(st) - d(Z’Y)I <C l(XaY) - (zaY)l =CIX'ZI SCd(X’Z)’

lo que significa que el espacio es de orden 1. Para construir la funcidn
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¢ notemos que si 123, los intervalos
@ ra-1/4), 27 (1+1/4)

son disjuntos. Definamos ¢ de la siguiente manera

(0 si t21/6
diesil ol en @ia-p,2zh,ixs
o= . o
2levi e en @7, 27N(1+1/4),
0 en 2D (re1/¢i+1), 27 (- 1/D).

Como en el ejemplo 1 se prueba que ¢ tiene todas las propiedades del teo
rema (3.24). Cualquier € en el intervalo (0,1) puede escribirse como pro
ducto de un ntmero x en [1/2,1) por 2) con jeNu{0}. Con esta re

lacién entre € Yy X, fKe(x,y) dy puede acotarse inferiormente asi:

v
o~

' +o0

J K_(x,y) dy > j K_(x,y) dy

R == -i
{y:d(x,y)=ez "}

;7121 8-1 m{y: p(x-y)v(x,y) =X Z-i—j}

v

iz3

;i inyiasysx y ey =270}

\%

) i_1Zi+jm{y:1>y-x>O y p(y—x)=2_1'j}

v

v
O
=

i
8

Esto prueba que si

EX={€e(0,1) . J Ke(x,y) dy <=},
R

entonces n Ex= g .
x X
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(3.30) Observacidn: Si jKE(x,yj du(y) es acotada inferiormente de mane
ra uniforme, como ocurre en los casos considerados en (3.23) o cuando ¢
es mayor que un nimero positivo en un intervalo suficientemente grande de-

pendiente de las constantes de normalidad del espacio, y si

K (xy) =K Goy) (K6 du@)

el operador maximal de las aproximaciones con niicleo Ke estd acotado por
tna constante veces el correspondiente a K. Usando las propiedades de
¢ puede obtenerse la convergencia puntual de IKE (x,y) £(y) du(y) hacia
f(x), cuando f es una funcién de clase Lipschitz o con soporte acota-
do. Para fe L1 se procede del modo usual aplicando el tipo débil (1,1)

~

del operador maximal asociado a los nGcleos K€

(3.31) Observacién: Si d es una funcién no negativa definida sobre
XxX que satisface (1.1), (1.3) y una propiedad de simetria como aquella
que hemos numerado (1.2') en el ejemplo (1.43), las demostraciones de
(3.17) y (3.24) subsisten si ademds d cumple una propiedad de orden o
con respecto a la segunda variable (ver (1.20')), y si para B(x,r) = {y:d

(x,y) <t} se verifica (P) .
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CAPITULO IV

ACOTACICN EN ESPACIOS 1P CON PESOS

DE OPERADORES MAXIMALES

En este capitulo se estudia el problema de la acotacién en espa-
cios IP con pesos de los operadores maximales considerados en los capitu
los II y III. Mas precisamente, se trata la cuestién de ia suficiencia de
la condicidn Ap de Muckenhoupt sobre un peso W , para obtener acotacidn

en LP(X,W'du) de aquellos operadores.

Este problema, planteado para el operador maximal de Hardy-Little
wood en espacios de tipo homogéneo tales que para cada x fijoen X,
u(B(x,r)) es una funcién continua de r , fue resuelto por A. P. Calderdn
en [C]. El caso general fue obtenido por Macias y Segovia (ver [MS41), re-
cuperando la técnica de [CF], luego de la construccién de una casi-distan-

cia adecuada equivalente a la original del espacio.

E1 método de Coifman y Fefferman para integrales singulares en
i puede adaptarse al caso de espacios de tipo homogéneo, no s6lo para
los operadores del Capitulo II, sino también para el operador maximal de
aproximaciones de la identidad considerado en el Capitulo III. Este método
conduce a una acotacién de la norma P del operador que se estudia por la
norma p del maximal de Hardy-Littlewood.

La validez de estos resultados requiere condiciones del tipo
(2.1) y (2.2") sobre el nicleo, es sabido (ver [KW]) que aGn en i y pa
ra ndcleos de Calderdn-Zygmund las propiedades de suavidad de K no pue-
den debilitarse hasta (2.2') sin que las clases Ap de Muckenhoupt dejen
de ser adecuadas para la acotacién en Lp(X,w dy) . Se obtienen, en este
sentido, condiciones intermedias sobre K tales que una clase de Mucken-

houpt, Aq , es suficiente para la acotacién en 1’ con pesos del opera-
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dor maximal de las integrales singulares, q depende de p y de la pro-

piedad de suavidad de K .

En este Capitulo (X,d,u) serd un espacio de tipo homogéneo tal

que las funciones continuas de soporte acotado son densas en L1

DEFINICION DE LAS CLASES Ap

a) Sea 1<p<w , una funciébn w no negativa y localmente integrable so-
bre X pertenece a la clase Ap si y s6lo si existe una constante fi-

nita C tal que para toda bola B es vdlida la acotacidn

(4.1 Gt ! f W d) G J W1/ @1 g P ¢
B B

b) Se dice que we A siy s6lo si existen constantes C vy §>0 tales
que para toda bola B 7y todo subconjunto medible E de B se tiene

la desigualdad

4.2 wEwed 'ccu®m® u®m®

donde
w(E) = J‘w du
E
Si 1<p<q<w , por la desigualdad de H6lder se obtiene que
Abcqu . La inclusién ADCAbo para 1<p<« también es valida y se

basa en una desigualdad de sentido opuesto a la de HGlder que, en espacios

de tipo homogéneo es el siguiente teorema de [MS3].

TEOREMA: Si we Ap , entonces existen &§>0 y C<e« tales que

(4.3) ue) " J wi*S g 1+8) L uepy ! f wdi)
B B

para toda bola B .
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De este resultado se obtiene, como en el caso enclideo que, si
WeAp existe >0 tal que we Ap-e . Este hecho es suficiente para de-

mostrar la acotacién en espacios 1P con pesos de Ap del operador maxi

mal de Hardy-Littlewood, esto es:

4.4) [ (Mf(x))Pw(x)du(x)st £00 Pw() du(®
X X

para toda fe Lp(X,w du)
(4.5) LEMA: Si (X,d,u) es normal, 1<p<«® y We Ap entonces, para

cualquier punto X« X , la integral

[ o) trdixgm 1P @)
X

es finita.

Demostracién: Si el espacio X tiene medida finita el resulta-

do es claro, pues w es localmente integrable y X= B(xO,R) para R su
ficientemente grande. Supongamos que u(X) =« , sean A, , A2 y K2 las
constantes de normalidad del espacio con la notacién de (1.29) a (1.32) .
Si KZU({XO}%( >+ ? , denotemos por ko .el nmero natural tal que Zko <

Kzu({xo}) <2 ° , en el caso contrario tomemos k0= 0 . La integral a

estimar puede descomponerse de la siguiente manera

(4.6) w(y) [1+d(x,y) 17 du ”= 1 [ w(y)[1+d(xo,y 0 P ()
- (6]
X 2<d (x,y) <2
J wy) Di+d(x,) 1P duy)
kO
B(xys2 )

el segundo sumando del miembro derecho de (4.6) es finito. Por (1.31) y la



76

eleccidn de ko , la serie en el primer sumando estd acotada por

@n ¢ | A {u(B(XO,2k+1))_1 { W) du()

k
. B(xo,zk”)

Como WEAp , existe un r<p tal que Wwe Ar , aplicando la condicién Ar

y (1.29) junto con el supuesto que u(X) =« , (4.7) queda mayorado por

1-r
¢ 1 20K umee, 2Ty wi) VD auy)
k=k, k+1
B(XO,Z )
. i T1-r
cc TPk Hrhk wy) VD ayy)
k=kc> k+1
B(x,,2 ) )

1-r{ )
W) VD auy) {Z 2P <
k=k

JB (xo , zko""1 ) _ L o° J

IA
O

€.Q.D.
*

En lo que sigue T f denotard el operador maximal asociado a
las truncaciones de integrales singulares del tipo estudiado en el capitu
lo II, o bien el correspondiente a una aproximacién de la identidad como
las del capitulo III. Mas precisamente consideraremos, por la analogia en

su tratamiento, los dos casos siguientes simulténeamente:

(A) (X,d,n) es un espacio normal de orden o tal que para cada X, € X,
u(B(xo,r)) es una funcién continua de r . K es un nicleo singular

*
que satisface (2.1), (2.2'.a), (2.3'.a) y el operador maximal T es

del tipo débil (1,1).

(B) (X,d,u) es un espacio normal de orden o que cumple la propiedad
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® ; ¢: IRf - DQFU {0} es una funcidn que satisface (3.4) a (3.7) y’

%
T es el operador maximal asociado a la familia de nlicleos Ke(x,y)

definidos por (3.16).

*
(4.8) LEMA: Si T cunple las hipdtesis de (A) ode (B} y f esunafun

cidén de clase Lipschitz o con soporte acotado, entonces el conjunto

U, = {xeX: T  £(x) > A}

es abierto.

Demostracién: Para el caso (B) este resultado ha sido probado en

(3.27). Supongamos que valen las hipétesis del caso (A) . Sea X €U, y

e>0 tales que

II K(x,»y) £0y) du(y) I > A

d(x,,y)=ze

1/a

Sea xeX un punto tal que d(x,x0)<:€[2(2(2k)1_a]- , donde C es la

constante de la propiedad de orden o del espacio, por consiguiente de

(2.2'.a) sigue que

(4.9) IJ K(x,y) £(y) du(y)

d(x,y)=¢e

- K(xg,y) £(y) du(y) s IKGGY) KRG MIIEY)Idu(y)

d(x,,y)ze d(x,y)=e

- IK(xg»¥) 1)l du(y)
B(x,e)AB(xo,e)
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<C d(x,y) ' ¥Ld(x,x ) /d6Y) THE) 1du()

d(x,y)=ze

e dx,y) T IE) | )

B(x,e)AB(xo,e)

SC€—1 W[d(x,xo)€_1]||fﬂ1

s dtx, N EW T ) -

B(x,s)AB(xo,e)

Por las propiedades de V¥ , es claro que el primer término en el Gltimo
miembro de la desigualdad (4.9) tiende a cero cuando x tiende a X, -
Observemos que la relacidén entre d(x,xo) y € permite aplicar el lema

(1.21), en consecuencia
| 1-a o 1-a o
B(xo,e-C(Zke) d(x,xo) ) ¢ B(x,e) < B(x0.8+C(2k €) d(x,xo) ) s

por lo tanto, la diferencia simétrica que es dominio en la integral del se

gundo sumando de (4.9) estd contenida en
B(x,e+C(2ke) *dmx,x ") - B(x,,e-C2ke) " dlx,x)")
Con esto, es claro que aquella integral se acota por

ce’ [£(y) | du(y)
B(x,e+C(2ke)' %a(x,x)")-B(x, e-C(2ke) "% (x,x %
que tiende a cero cuando X>X, , en virtud de la continuidad de la medi-

da de las bolas como funcién del radio. Por consiguiente, todo un entorno

del punto X estd contenido en U, . C.Q.D.
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*
(4.10) [EMA: Si T satisface las hipdtesis de (A) o de (B) y f es
una funcién no nula de la clase Lipschitz o con soporte acotado, enton-
*
ces T f es una funcién acotada y, si el espacio tiene medida infinita

existen X e X vy C1 <o que depende de f tal que
* -1

4.11) T f(x) <C, d(x,xo)

Ademds existe C2 que depende de f tal que

4.12)  MEGO 2C,d(xx) T,

para x en el complemento de una bola con centro en X, .

Demostracidn: Sean xoeX y R>0 tal que sop fc B(xO,R) .

Observemos que si X ¢ B(xo,Zk R) se tiene que
(4.13) B(XO,R) cB(x,2k d(x,xo)) - B(x,d(x,xo)/Zk)

(A) Si xe B(xo,ZkR) y €>0 , de la suavidad de f y la propiedad de
cancelacién (2.3'.a) sigue que

(
| K(x,y) £(y) du(y)l< IK(x,y) | HE@)-£(x) |du(y)

d(x,y)ze 3KCR>A(X,Y) 2€

+£(x) || K(x,y) du(y) |

2

3k“R>d(x,y)ze

<C aooN® ! aue)
d(x,y)<3k2R

+CIl £ 11,

*
lo que prueba que T f es acotada en B(xO,ZkR) . S1 x¢ B(xo,Zk R),

entonces por (4.13) y (2.1)
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I K(x,y) £(y) du(y) | S{ TK(x, MIHEW)Hdu(y)
d(x,y)ze (21()'1 s——XLLf((X,;;) < 2k

<CIE Iy dixx)" .
(B) Si xaB(xO,ZkR) y €>0, por (3.5) y (3.19) tenemos que

k9 200 o1 s | K_(x,y) |£0)-£0) | du(y)
€ J [
B(xO,R)

+ 1601 [ K (x0) du(y)

<C [ ax, N T au)
d(_x,y)<3k2R

+C anmj o(t) £ at
0

Si x¢ B(xO,ZkR) se procede como en el caso (A) aplicando (3.5) .
La desigualdad (4.12) se deduce de (4.13) y la normalidad del espacio pues,

para xéB(xo,ZkR) se tiene que

M£(x)

v

u(B(x,2 kd(x,xo)))‘1{ £ | duy)
B(x,de(x,xo))

-1
Cd(x,xo) IIfH1

v

C. Q. D.

Observemos que si f es de clase Lipschitz o con soporte acota
do y W€Ap, 1<p<w, de los lemas (4.10) y (4.5) sigue que fX[T* £(x)1P

w(x) du(x) es convergente.

(4.14) TEOREMA: Si T* satisface las hipdtesis de (A) ode (B) y w es
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un peso de la clase A_, entonces existe una constante finita C tal que
J [T* £(x) 1P w(x) du(x) <C J M £(x) 1P w(x) du(x)
X X

para toda f de clase Lipschitz o con soporte acotado.

Demostracién: Probaremos en primer lugar, que para todo A>0 y

para 7y >0 suficientemente pequefio es valida la desigualdad
4.15)  wieT*£0>2% y MEX) < yAbs CYPwlaT*£x)>)

donde & es el exponente en (4.2) y f es una funcidn no negativa de cla-
se Lipschitz o con soporte acotado. Como T* es de tipo débil (1,1) el

conjunto
U, = {xeX: T* £(x)> A}

tiene medida finita. Si el espacio X tiene medida finita y existe un pun-
to x tal que Mf(x) <YA, com X es una bola que contiene a X, escla

10 que u(X)-1 IX If| du<yA . Por consiguiente
L T* £(x)> 24y MEQ)syA} sp{x:T* £(x)> 2 A}

scx"J [fldu<CyuX) .
¥

De esta desigualdad y A_ se obtiene
wix:T* f(x)»2x y MEfX)syAls C\((S w(X) ,

lo que prueba que si U,=X la desigualdad (4.15) es vdlida. Podemos supo-
ner, en consecuencia, que Uﬁ X. Por el lema (4.8) el conjunto U)\ es
abierto, el lema (1.23) provee un cubrimiento por bolas de U, que satisfa

ce las propiedades (1.24) a (1.28), en lo que sigue se usard la notacidn de
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aquel lema. Para probar (4.15), comenzaremos por demostrar que para cada

ieN se tiene la desigualdad
(4.16)  wuixeB(x;,r.): T* £(x)>2 1 y ME(X) <y A} <Cyu(B(x;,r,)) -

Sea g, un punto de B(xi,ri) tal que Mf(gi) <yA, si f1=fXB(yi,Ari)

3 ;
y f2= f xX-B(yi,A ri) con A=D6k h, como £ € B(yi,A ri) se tiene que

] B -1 r
WBOATT! [ £ d=uBoLAT) £ dusME(E)< YA,
X B(yi’Ari)
de donde se deduce que

£ dusvuBoATD) SCYuBEg ),
X

finalmente, por el tipo débil (1,1) del operador T* tenemos

(4.17) ufxeX: T f1(x)> A/Z}SCA-1I f1 du sCyu(B(xi,ri)) .
X

Estimemos T fz(x) para puntos X en B(Xi’ri) . Si r>0, Kr(x,y) denota
T4 la truncacién del ntcleo singular por la bola B(x,r) en el caso (A) y
el nficleo definido por (3.16) en el caso (B). En cualquiera de las dos situa

ciones vale la desigualdad

@19 Ky £0) @M 2| [ 050 £0) @)
+ (11060 - Kb | 5500 )
<T* £(y,)

+J |K, G,y KL (ysy) | £0) duly) .
X-B(y.,Ar.)
1 :



83

*
Por definicién de U, y la eleccidn de y; en (1.28), T f(yi)s A. En el
caso (A), el segundo sumando en el Gltimo miembro de (4.18) puede acotarse
usando (2.2'.a) y teniendo presente que si y es un punto en el dominio

de esa integral,
2kd(x,y;) < 2K [d0x,x,) +d(x;,¥,)]
<21% (1) 1, < Ar, <d(y,y;) -

En el caso (B) se aplica (3.26) y la misma observacidn con respecto al or-
den entre de(x,yi) y d(y,yi). Entonces, para ambos problemas existe

una funcién ¥ con las propiedades de (2.2') tal que

d(x,y;)

4.19)  |[K.(,y) £,(y) duy) | <r+C d(y, y) wt — 719 £ (y)du(y)
T 2 d(y yi)
d(y,yj)zAt, #ad

+C d(x,y) E(y)duy)

[B(X,I‘)AB(}’I,T)]'B(Yl,Arl)

=x+ (1) + (ID) .

-1

Como Y es mondtona no decreciente y j'1 P(t)t dt<e, la integral (I) estad
0

acotada por una constante veces Mf(gi) , en efecto:

% «
(D= C'Zo d(y,yy) wid(x,y;)/d(y,y;)1E()du(y)
J:
: "
A 1*.12J <d(y,y;) < AriZJ+

=) . cpq =1
<c ] w2 ) By ,ar ) | £(y) du(y)

J;O '+‘]
B(y;»AT:27" )

2
<C (J ot 71 dt) ME(E) sCyr.
0
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Para estimar (II), notemos que si r<4 k2 hri el dominio de esa integral

es vacio, pues por una parte
BQHJOCBQH,MgthCBQH,A%),
y por otra, si zeB(X,r)
d(z,yi) <k [d(z,x) +k(d(x,xi) +d(xi,yi))]
<k[r+k(ri+hri)] <6k3hri<Ari .

lo que implica que B(x,r) cB(yi,A ri). Por consiguiente solo debe conside

rarse el caso 1‘241(2 hri, de esta relaci6én sigue inmediatamente que
B(x,r/2k) CB()’i,T) <B(x,AT),

por lo tanto

(ID < C d(x,y) " £(y) du(y)
B(x,Ar)-B(x,r/2K)

<CMf(g;) <CyA

De estas estimaciones y (4.19) se deduce que para todo x en B(xi,ri) "
T f2 (x)sAx+CyXx. Si Y es cualquier nimero positivo menor que (ZC)-1
se tiene que T*fz(x) < 3)\/2 sobre la bola B(xi,ri) . En consecuencia,
por la subaditividad de T* y (4.17), para cada indice i tal que el
conjunto {xe B(xi,ri) :T*f(x) >22 y Mf(x) <yA} es distinto del vacio

ocurre que

u{xe B(xi,ri) : T* f(x)> 22 y Mf(x) <yA}<ulxe B(xi,ri):T*f(x) > 21}

<sp{xe B(Xi’ri) s ¥ f1 (x) >A/2} +u{xe B(xi,ri) . fz(x) >31/2}

SCY]J(B(leri)) 3
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si 0<y<yo i depende de las constantes del espacio y del nicleo.
Esto prueba (4.16). De esta desigualdad y la propiedad A_ del peso w se

obtiene que
*
wixe B(xi,ri) T £(x) >22 y ME(X) <y A} SCY(‘S w(B(xi,ri))
Entonces, de (1.25) y (1.24) se deduce (4.15) de la siguiente manera

wix:T £(x)>2) y MEQ)syAbsfwix e B(x;,r.):T £()>2) y ME()=<yA)
i

< CY(S ZW(B(Xi’ri))
1
= [ X, 1) DD IWE) du(y)
1 r S |

5 *
<sMCy wi{x:T £(x) >}

*
Lanorma p conpeso w de T f ©puede estimarse calculando la integral

en términos de su funcidn distribucidén y aplicando luego (4.15):

4.200 1T £G0TPw() du(x) =C [7 AP wixeT” £() > 223 d
0 p-] b
sCfO A w{ix:T £(x)>2\2 y Mf(x) <yr}dxr
+C [ AP wixeME(x) >y A} A

<CyS [T £ PW) du(x)

rCy PrmmE)Pw) dux)

para todo y<y, . Si [(T £(0I1Pw(x) du(x) == , por (4.11) y (4.12) tan-
bién es infinita la integral [ [Mf(x)]pw(x) du(x) y por consiguiente la
desigualdad en (4.14) se verifica trivialmente. Si f[T* f(x) 7P w(x) du(x)
es finita (por la observacién que sigue al lema (4.10), este es siempre el

caso si el peso w pertenece a la clase Ap); tomando vy < (ZC)—”éS en
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(4.20) obtenemos la tesis. C.Q.D.

*
(4.21) TEOREMA: Sea 1<p<w , WeAp y T un operador maximal en las

condiciones (A) o (B), entonces existe una constante finita C tal que

4.22) [T £001Pw(x) du(x) <C [ 1£00) 1P w(x) du(x)
X X

Demostracion: Si f es una funcién de clase Lipschitz o con

soporte acotado, la inclusidn ApCAoo , €l teorema (4.14) y la desigualdad
(4.4) prueban la acotaci6n de la tesis para este tipo de funciones. Si

fe Lp(X,wdu) , £20 v T* es el operador del problema (B), debido a que
los nficleos K€ son positivos, es suficiente aproximar f por una suce=
sion creciente de funciones Lipschitz de soporte acotado para obtener (4.22).

*
Sea T un operador maximal de truncaciones de una integral singular en

las condiciones de (A) y fe LP(X,wdu) . Por la definicidon de las clases »
de Muckenhoupt, (4.1), el peso v=w /(1) pertenece a Aq si q es
el conjugado de Holder de p . En virtud de esta observacién y del lema
(4.5), la integral que define Ke f(x) es absolutamente convergente, en
efecto:
f .

(4.23) : [KGY) | [£() | du(y) < CJ W—S"&—,;@ £0y) wiy) /P au(y)

d(x;y)ze | d(x,y)ze

<C {j d(x,y) Yuw(yy VP auyy 1174
d(x,y)2¢e

-{j £ 1P w(y) duey) /P
X

r

< ¢ d(x,y) ™9 v(y) duy) 319
d(x,y) ze

£l <o,
LP(X,wdu)
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Sea {fn} una sucesion de funciones Lipschitz o con soporte acotado que
converge a f en la norma de Lp(X, wdy). Por la sublinealidad de T*

se tiene que
|T* £,00- T* £,(x) | < T* (£, - fp) (),

en consecuencia, como (4.22) es vidlida para funciones suaves, la sucesién
{T* fn} es de Cauchy en LP (X,wdu). Continuamos denotando con {f,} a
una subsucesién tal que {T* fn} converge puntualmente y en norma p con
peso w hacia una funcién G. Por otra parte, acotando como en (4.23), se
deduce que para cada €>0 1la sucesidén {Ke fn} converge puntualmente a
st. Por consiguiente, para cada e> 0

|K_£(x)] = 1Iilm [K_£ (x)] < 131m T* £(x) =600 ,

lo que prueba que T f(x)<G(x). Entonces

IA

f [T* £(x) 1P w(x) du(x) JG(x)pw(x) du(x)

lrjlm f[T* fn(x)]pw(x) du (%)

C 1im
n

1£,00[F w() du(x)

IN

ey

[1£69 1P w00 duco)

v

C.Q.D.

En el resto del capitulo consideraremos s6lo operadores maximales

de integrales singulares.

Es sabido que en ]Rn, el rango de los exponentes o tales que

w(x) = |x|* pertenece a la clase Ap, es aquél para el cual w y w_1/(p_1)
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son localmente integrables simultdneamente, o sea -n<oa<n(p-1). Kurtz y
Wheeden construyeron, en [KW], un nlicleo de Calder6én-Zygmund en R que
satisface una condiciéndeDinien L' sobre la esfera unitaria, tal que la
acotacién en LP no es valida con el peso w(x)==|xlu si a>p-T+(n-1)p/r'
o a<-1-(n-1)p/r'. Sin embargo, para algunos valores de o en estas con-
diciones, x| pertenece a la clase Ap. Consideraremos la siguiente si-

tuacidn:

(A') (X,d,u) es un espacio normal de orden o tal que para cada XxjeX,
u(B(xo,r)) es una funcidén continua de r=>0. K es un nlcleo singu-
lar que satisface (2.1), (2.3'.a), el operador maximal T* es de tipo

débil (1.1) y ademds existe re (1,2) tal que la serie

(4.29) .21[d(x,z)2j]1/r'{J IK(,Y)-K(z,y) Tduy)} /T
¥

2Jd(x,z)<d(y,2)< 29 d(x, 2)

es uniformemente acotada y converge uniformemente en x,z. El nGmero

r' es el conjugado de HOlder de r.

(4.25) LEMA: Si T* verifica las hipétesis de (A') y f es una funcidn

de clase Lipschitz o con soporte acotado, entonces el conjunto
[&={xEX:T*ﬂk)>A}
es abierto.

Demostracidn: La Tinica diferencia con la demostracibén del lema

(4.8) reside en la estimacidén del primer término en el segundo miembro de

la desigualdad (4.9):

- IK(x,y) - KGxg,y) |G | du(y) -
d(x,y)ze

El punto X  pertenece a U, vy e> 0 . El1 punto x se elige de modo que
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d(x,xo)<:e[2 C(Zk)1'a]-1/a, donde C es la constante de orden o del es-

pacio y k la de la desigualdad triangular. Sea jO un nimero natural tal
- 4 +1
que ZJC)d(x,xo)s e<2JO d(x,xo) y observemos que jO tiende a infinito

cuando x tiende a X, Entonces

I< { |K(x, ) -K(x ) [ [£(y) | du(y)
J=Jo |

2a(x,x )< dx,y) <2 laxx )

<C|lfll, I [d(x,x)27]
=g

1/r'

'[f lK(x,y)-K(xo,y)Irdu(y)l]/r

i d(x j+1
2 Siiéff€%T< 2

el Gltimo miembro es una cola de la serie (4.24), que puede hacerse unifor-
memente pequefa tomando jo grande, para lo que es suficiente que x esté

proximo a x €.Q.D.

-

Observemos que en el lema (4.10) s6lo se hace uso de las propieda
des de acotacidn (2.1) y de cancelacidén (2.3'.a) del nGcleo singular, por
lo tanto sus resultados siguen siendo validos en el contexto (A'). Para

1<s<w, Msf denota el operador [M(Ifls)]”s .

(4.26) TEOREMA: Si T* satisface las hipdtesis de (A') y w es un peso
LEURENMA p

de la clase A_, entonces existe una constante C tal que

f [T* £(x) PP w(x) du(x) < cf [Mr,f(x)]pw(x)du(x) ,

para toda f de clase Lipschitz o con soporte acotado.

Demostracidn: La prueba sigue la misma linea que la del teorema

(4.14). Se trata, en primer lugar, de establecer una desigualdad del tipo
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(4.27)  wix: T*E)>21 y M, £0x) <y A <Cyd wix: T* £()>)}

para )>0 y vy suficientemente pequefio. Como M f(x)sMr, f(x) , es valido
el mismo argumento que en (4.14) para descartar el caso U>\=X y aplicar

los lemas (4.25) y (1.23). De esta desigualdad resulta claro también que
(4.28) p{xe X: T* £,(x) >A/2} < Cyu(B(x;,1;))

para cada indice i tal que el conjunto {xe B(xi,ri):T* f(x)>21 y Mr,f(x)

<y A} es distinto del vacio, f Si f2=f—f en la

1 es fXE(}’i,ATi) ’ 12
estimaci6én de T* fz(x) para puntos X en B(Xi’ri) s6lo debe acotarse de

un modo diferente la integral

I =J [KGGY)-K@y o)) THEG) duly)
d(y,y;)=A1;

ya que la expresidn (II) en (4.19) es menor o igual que Mf(gi)sMr, f(gi)
y §&; es un punto de B(xi,ri) tal que Mr,f(gi) <yA. I puede mivorarse

aplicando la desigualdad de H6lder y la acotaci6én uniforme de (4.24):

bz J IK(x,y) - K(y;>y) | £(y) du(y)
Dacx,ysdly,yp< 2™ aeyy

5 of ” |K(,y) -K(y;5Y) Irdu(y)}mr

Pa(x,y)< diy,y <2 dixyy)

L -
By;,2 "' dex,y;))

. 1/r!
-H’ 1T ) | '

<C M, £(£;)
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1
5=

) ; 1/r
atey 21 et |KC6Y) - Ky | T du(y)?

1 . dy,y.) .
). (y,y1)<23+1

d(x,y;)
< CyA
Por consiguiente

(4.29) u{x eB(xi,ri) :T*E(x) 52X ¥ Mr,f(x)s ya}sC YU(B(-\'i, )

para vy suficientemente pequefio. La condicién A sobre w, (4.29) y las
propiedades del cubrimiento de U)\ prueban (4.27). Calculando las integra-

les en términos de las funciones distribucidn se tiene que

(4.30) f [T* £(x) 1P w(x) du(x) <C+° Jr[ T* £(x) 1° w(x) du(x)
ey P ong, £60 P w0 d)

para todo Y<Yg - Si f[T*f(x)]pw(x) du(x)=«, también es infinita la in
tegral [TME(x)1Pw(x) du(x) que es menor o igual que j'[Mr,f(x)]pw(x) du(x),
por lo tanto la desigualdad en (4.26) es inmediata. Si f[T*f(x)]pw(x) du(x)
es finita, tomando Yy suficientemente chico en (4.30) se obtiene la tesis.

C.Q.D.

Si T<s<w», s<p<e y wWeAp/s, porla desigualdad (4.4)

aplicada con exponente p/s, es claro que
f[MS £1P wdy = J[M(lfls)]p/swdu <C J|f|P wdy,

para toda f en Lp(X,wdu) . Como Ap/S c Ap el argumento del teorema
(4.21) puede repetirse para obtener el siguiente resultado como corolario

de (4.26).
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(4.31) TEOREMA: Sea T* un operador maximal en las condiciones de (A').

Si r'<p<ew y WeAp/r, , entonces existeuna constante finita C tal que

}lf [T £(x) 1P w(x) du(x) scf 1£00) Pw(x) du(x)
X X

para toda f ¢ Lp(X,wdu) ,

Aplicaremos este resultado a nficleos de Calderdn-Zygmund en R"
tales que la restriccidn a la esfera unitaria, §, es acotada, tiene prome

dio cero y satisface una condicién de Dini en norma Lr(1<r<oo) del tipo

I -1
(4.32) [ wr(cS)é d§<w,
0

donde

1/r
0 (= swp {[ 1aem-a)iTax )
: o
|h|<6 5
y € ha sido extendida a R" como funcién homogénea de grado cero. Para
{2 con estas propiedades, el operador maximal de la integral singular con
nicleo K(x) =Q(x) le_n es de tipo débil (1,1) ya que, por la desigualdad
de Holder, w1(6)str(6) y por lo tanto son aplicables los resultados de
[CWZ]. Veamos que, si R" tiene la estructura de espacio normal dada por
la casi-distancia d(x,y) = lx—yln , (4.32) implica la acotacidn y conver-
gencia uniformes de (4.24). Un término genérico de la suma en (4.24) es de

la forma

. . 1/r
121”237/ {J lK(y)-K(y—z)lrdy} ;
21210 <ly P2tz 0

por la desigualdad de Minkowski estd acotado por la suma de las siguientes

funciones



23

1/r
r=r|zi® VT 12G-2) 1 Tliyl™ - Iy-z1 ™ dy
. n .
ZJs—Ian < 2J+1
|z]
[ \!1/1'
11=[)z)® 2377/ ! Iyl'nrlQ(Y)-ﬂ(y-Z)lrde

)

Zjlzlnsly[n<2j+1|z[n

La integral de I puede mayorarse de la manera habitual, que es lo mismo que
aplicar la propiedad de orden «=1/n de la casi-distancia |+|" . El re-
sultado es que ISCZ_j/n uniformemente en z. La integral de II escri-
ta en coordenadas polares puede acotarse por el mddulo de continuidad de

Q2 de la siguiente manera.

2(J+1)/nl2| r 1/r
pn(1—r) IQ(QY‘) _ Q(Q (}’"Q_TZ)) |rdyv 0-1 dp

. '

2J/nIZI 5

rZ(j”)/nIZI ifx
n(l-r) r ol Y

) } T (1217007 dp
23/m 4

Efectuando el cambio de variables p-=t=|z|/p y usando luego el hecho de

que w es mondtona no decreciente, sigue que

. Z'j/n 1/r
I <r|zP 271/ (t/lzl)“(r‘”w; ()t dt
2‘ (_]"‘1)/11
(rz-j/n 1/r
< w;:(t) t 1 dt

[2' (j+1)/n
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< i/
sCuw (27,

uniformemente en z. La serie Z;:] wr(Z—j/n) es sumable, pues estd domi-
nada por una constante veces la integral de (4.32). Por consiguiente (4.31)
puede aplicarse para obtener la acotacién en espacios LP con pesos de la

clase Ap /! del operador maximal asociado a K. Unniicleo de Calderdn-Zyg

- - . - & ¥ [ee]
mund que satisface la condicidn de Dini usual en L, esto es

! -1
f ww(é) § dS<w ,
0

donde
w (8) =sup{[Qx)-Q(y)|:|Ix-yl<&} ,

cumple la propiedad (4.32) para todo re (1,0). Es claro que la inclusién
reciproca no ocurre. Esta observacidn sugiere la siguiente extensién del

teorema (4.21) en el caso de las integrales singulares.

(4.35) COROLARIO: Sea T* el operador maximal correspondiente a un nficleo
que satisface (A') para cada r menor que infinito. Si 1<p<w vy WeAp s

entonces T* es acotado en Lp(X,wdu).

e °

Demostracién: Como WEAp, existe e<p-1 tal que WeAp_
Si r=p/e>1, se tiene que p/r'=p-e y p>r' . Por lo tanto, el resul

tado sigue de (4.31) y la hipdtesis sobre K . C.Q.D.

Hugo A. Aimar Eleonor Harboure de Aguilera

Director
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