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1. Potencia de punto respecto de circunferencia

1.1. Teorema. Consideremos una circunferencia c de centro O y radio r, un punto
P v una recta € que pasa por P y corta a c en Q v R (que podrian coincidir si € es

tangente a ¢). Entonces
PQxPR=|PO*-+2|.

5

PQxPR=r2.

Si P # O, sean A y A’ las intersecciones de la recta PO con c. Entonces

(1)

® SiP e, alguna de las intersecciones coincide con Py PQxPR=0,ysi P =0,

PAxPA’ =12 —PO? si P es interior y PAx PA’ = PO? — 2 si P es exterior,

estableciendo (1) si £ = PO.
Supongamos ahora ¢ = PO.

Si P es interior, ZARQ = ZAA’Q (por angulos inscriptos), de modo que
Z/ARP = ZPA’Q. Como ademas ZAPR = ZQPA’ (por opuestos por el vértice),
los triangulos APRy QPA’ son semejantes, y PA/PQ = PR/PA’.

Si P es exterior a ¢, supongamos que A’*A*P y R+ Q=P (en todo caso
cambiando los nombres). Si € no es tangente, nuevamente los triangulos APRy
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QPA’ son semejantes (pues ZAA’Q = ZARQ son inscriptosy ZAPR = ZA’PQ
es comun) de modo que PA/PQ = PR/PA’. Si € es tangente ac, Q =Ry
PQ? = PO? - 2 por Pitégoras.

1.2. Definicion. Con las notaciones del teorema 1.1, la potencia de P respecto de
c es la cantidad en la ecuacion (1).

% La potencia depende de P y ¢ pero no de ¢, y puede calcularse como [PO? — 2|,

1.1. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Dada una circunferencia ¢ y un namero d > 0, describir:
a) Ellugar geométrico de los puntos P tales que la longitud de la(s) tangen-
te(s)acesd.

b) El lugar geométrico de los puntos P en el circulo, tales que su potencia
respecto de c es d.

Ejercicio 1.2. Dados la recta £ y los puntos A y B, construir una circunferencia
que pase por Ay By tal que ¢ sea tangente a ella. ;Cuantas soluciones hay?

Ejercicio 1.3. A un lado de una carretera recta, formando un angulo con ella,
esta situado un cartel. ;En qué punto de la carretera habra que ubicarse para
ver el cartel al mayor angulo posible?

Ejercicio 1.4. Dados los puntos A y B, A # B, y el nimero d, el conjunto de
puntos M tales que AM? — BM? = d es una recta perpendicular a la recta AB.

Ejercicio 1.5. Sean c y ¢’ dos circunferencias no concéntricas (no tienen el
mismo centro).

a) Encontrar el conjunto de puntos para los cuales las tangentes trazadas a
las circunferencias tienen igual longitud. Sugerencia: esta contenido en
una recta.

% La recta se llama eje radical de las dos circunferencias.

b) Construir con regla y compas el eje radical de c y ¢’

c) Ver que es posible elegir los ejes coordenados de modo que los cen-
tros tengan coordenadas (4,0) y (4,0), con a < 0 < 4/, y las ecuaciones
correspondientes de las circunferencias sean

> +p?-2ax+c=0 y  x*+p>-2ax+c=0.
d) Silos centros de tres circunferencias forman un tridngulo, hay un punto

cuya potencia respecto de las tres circunferencias es la misma.

% Este punto se llama centro radical de las circunferencias.

2. La circunferencia de Apolonio

2.1. Teorema. Sila «cruz de bisectrices» de AC y BC corta a la recta ABen E y F,
entonces
AE AF AC
BE BF BC’
Reciprocamente, si E estd en la recta AB y AE/BE = AC/BC, entonces E estd en
la cruz de bisectrices del dngulo Z ACB.
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¥ Ver los ejercicios 2.3 y 2.4 del apunte Aplicaciones del drea.

La perpendicularidad entre las rectas que forman la «cruz de bisectrices»
sugiere que hay una circunferencia involucrada, que —con las notaciones del
teorema anterior— tiene diametro EF y pasa por C: la proporcioén entre las

distancias de cada punto en esta circunferencia a los puntos A y B es constante.

Pero primero estudiamos la condicién entre los puntos alineados A, B, E'y F.
2.2.Lema. Sean Ay B dos puntos distintos, v k > 0, y consideremos la ecuacion

AM =k, (2)
BM

con M en la recta AB.

a) Sik =1 la ecuacion tiene exactamente una solucion, el punto medio de AB.

b) Si k =1, la ecuacion tiene exactamente dos soluciones, My y M,, donde
A+M;y+ByM,dejaaAvyBaun mismo lado. En este caso, si C es el punto
medio de M M,, poniendo

k
=——AB,
T

resulta
AC xBC =12,

y C deja de un mismo lado a A y B.

® Como trabajamos en una recta, podemos hacer una correspondencia entre los
puntos de esta recta y una recta real, donde el origen es 0 (cero) y los puntos A
y B se corresponden con los puntos —¢ y ¢ (t > 0). La ecuacion (2) se transforma
en
|x+ ¢ = k|x—t|.

Cuando k =1 (y t # 0) tenemos la tnica solucién x =0, y cuando k = 1 las

soluciones
k-1 k+1

kvl Y 2Tk

x1 queda entre —t y t, mientras que x; resulta o bien mayor que t (si k > 1)
o bien menor que —f (si k < 1). También (siempre con k = 1), si c es el punto
medio de x1 y xp, resulta

X1

X1+ X7 k2+1
c= = t,

2 k21
2k
IX1—c|=|xz—c|=—|k2_1|t, (3)
2
|c+t||c—t|:L2t2.
(k2-1)

Volviendo al enunciado, M es el punto medio de AB cuando k = 1. En otro
caso tendremos M (correspondiente a x1) entre Ay B, M, (correspondiente a
x2)y C (correspondiente a c) dejan a un mismo lado a A y B (estando ambos
mas cerca de A que de B si k < 1). Los restantes resultados se siguen de las
ecuaciones (3).
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2.3. Teorema. Dado k > 0, el lugar geométrico de los puntos M tales que
AM
BM

es una circunferencia si k # 1 y la mediatriz del segmento AB si k = 1.
Mas atin, cuando k # 1, si C es el centro de la circunferencia y r su radio, entonces:

kl

a) C estd en la recta AB, dejando a A y B de un mismo lado,

b) El diametro de la circunferencia sobre la recta AB es de la forma MM,
donde M estd entre Ay B, y M, deja de un mismo ladoa A, By C.

c) ACxBC =72

‘® Consideramos sélo el caso k # 1, y damos dos versiones: una algebraica (y mas
formal) y otra geométrica (y no tan formal).

Version algebraica. La condicién k = AM/BM puede escribirse como AM? =
k? BM2. Tomando coordenadas de modo que la recta AB sea el eje x y el
origen el punto medio del segmento AB, podemos poner (imitando lo hecho
en 2.2) A=(-t,0) y B=(t,0), donde t > 0. Poniendo M = (x,y), la condicién
AM? = k? BM? es equivalente a

(x+t)2+yz:k2 ((x—t)2+y2). (4)

Si M esta en la recta AB sera y =0, y el estudio de la ecuacion (4) se reduce
al ya hecho en 2.2, donde —cuando k # 1— vimos la existencia de My y Mj,
las propiedades de su punto medio C, y la distancia r = CM; = CM>.

Sik#1,la ecuacion (4) es de la forma x? + y? + @ x + p = 0. Completando
cuadrados se llega a algo de la forma (x — )/)2 +92 = 6 que es la ecuacién de
una circunferencia, un punto o el vacio. Sin embargo, como con y = 0 hay dos
soluciones (los ya mencionados M1 y M>), la ecuacion (4) es la ecuacién de una
circunferencia de centro C (el punto medio de M{My) y radio r (determinado
por la condicién AC x BC = r?).

Version geométrica. Supongamos que P es un punto tal que AP = k BP, donde
P no esta en la recta AB (i.e., P # M1, M>). Sea c la circunferencia que inscribe
al triangulo ABP, y consideremos D la interseccién de la tangente a ¢ por P
y la recta AB. D deja a un mismo lado a A y B (pues esta en la tangente a c
por P), y supongamos A * B+ D como en la figura 1.1 En ¢, el angulo 2 BPD es
semi-inscripto y el angulo ZABP es inscripto, y son iguales. De modo que los
triangulos PAD y BPD son semejantes pues también comparten el angulo en
D,y debe ser

PA PD AD _ 5

BP~BD PD " )

Por un lado tenemos
»_PD _AD _AD
BD ~ PD BD’

que, como D deja aunladoa Ay B, el mismo punto D se obtiene para cualquier
valor de P (ver el ejercicio 3.2 del apunte Axiomas de la geometria plana). D
estara mas cerca de A que de Bsi k <1, y mas cercade Bquede Asik>1.

Usando la ecuacion (5) nuevamente (o por potencia), obtenemos

DP2 = AD xBD,

es decir, DP es independiente de P y P esta en una circunferencia de centro
D y radio VAD x BD. Obtenemos de esta forma (salvo cuando P es M1 o M>)
condiciones equivalentes a las ya encontradas.

1 Si B+ A+D envez de A+ BxD, intercambiamos A y By cambiamos k a 1/k.



2. La circunferencia de Apolonio

Pag. 5

Figura 1: demostracién geométrica del teorema 2.3.

2.4. Definicion. Dados los puntos A y By el nimero k > 0, el conjunto {M :
AM = k BM] se llama circunferencia de Apolonio respecto de los puntos Ay By
coeficiente k.

& Debe quedar claro que la «circunferencia» es la recta mediatriz cuando k = 1.
& El orden de los puntos es importante. Si se cambia el orden debe cambiarse k
por 1/k:
1
{M: AM = kBM) = {M . BM = EAM}.

2.5. Corolario. Si M estd en la circunferencia de Apolonio respecto de A y B que
tiene didmetro MM, en la recta AB, y M # My, M,, entonces las rectas MM, y
MM, forman la «cruz de bisectrices» del dngulo / AMB.

& Cuando la circunferencia de Apolonio es la mediatriz de AB, entonces si Mg es
el punto medio de AB también tendremos ZAMMg = £ BM M para M = M.
® Sea k el coeficiente de la circunferencia de Apolonio, y supongamos que la
bisectriz del angulo Z AMB corta a la recta ABen M’. Por 2.1,
_AM _ AM’
~ BM  BM’

Por lo tanto M’ esta en la circunferencia de Apolonio, y como A* M’ B debe
ser M’ = My o M’ = My, y siendo MM, didmetro también MM; L MM,.

2.6. Corolario. Sean A, B, My y M, como en 2.3. Entonces AB es el didmetro de
una circunferencia de Apolonio respecto de M y M.

¢ Larelacion
AM; _ AM; =K
BM; ~ BM, = "
puede ponerse como
M;A _M;B
MyA = M,B

(la fraccidén no es necesariamente k).

2.7. Definicion. Dos circunferencias ¢ y ¢’ son ortogonales, en simbolos ¢ L ¢/,
si se intersecan y en los puntos de interseccion las respectivas tangentes son

perpendiculares.

2.8. Lema. Sicy ¢’ son circunferencias ortogonales de centros O y O respectiva-
mente, entonces:

a) ¢y c’ secortan exactamente en dos puntos.

b) O es exterior a ¢’ (y O es exterior a c).
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‘¢ Sise cortaran en un Unico punto, las tangentes correspondientes coincidirian
y no serian perpendiculares.
Si T €cnc’,como O esta en la tangente a ¢’ por T, debe ser O exterior a ¢’
(pues O =T).

2.9. Corolario. Con las notaciones anteriores, las circunferencias de Apolonio con
didmetros AB y MM, son ortogonales.

¥ Sean cy ¢’ las circunferencias (AB didametro de ¢ y M1 M, didmetro de ¢’),
con centros Oy O’, y sea P un punto en la interseccion. Referiéndonos a la
«interpretacion geométrica» en la nota de la demostracion de 2.3, vemos que
OP L O'P.

Los resultados anteriores inducen dos definiciones que resultan ser impor-
tantes. En primer lugar, la relacién entre los puntos A, B, M1 y M, en 2.2 (y 2.3)
sugiere la siguiente definicion:

2.10. Definicion. Se dice que los puntos alineados A, B, C y D forman una
hilera arménica o directamente que son puntos armonicos, si

AC BC
AD  BD’
% Observar que el orden en que se dan los puntos es importante, y que los
puntos deben estar alineados.

En segundo lugar, la relacion del teorema 2.3.c) entre el radio de una circun-
ferencia y el producto de las distancias desde dos puntos al centro sugiere esta
otra definicién:

2.11. Definicidon. Dada una circunferencia ¢ de centro O y radio r, se dice que
los puntos A y B son inversos el uno del otro si estan en una misma semirrecta
de origen Oy

AOxBO =12,

* ces la circunferencia de inversion.

% Necesariamente debe ser O # A, B. El inverso de O (respecto de c) no esta
definido. Sin embargo, puede ser A = B.

%  Se determina una transformacién definida sobre todo el plano exceptuado O
que es biyectiva e involutiva.

4 Representando los puntos del plano con nimeros complejos, la inversién
respecto de la circunferencia de centro O = 0 y radio r = 1, corresponde a la
transformacién z — ()}, donde Z es el conjugado de z.

La circunferencia de Apolonio, circunferencias ortogonales, inversién e
hileras armdnicas, son conceptos intimamente relacionados y practicamente
equivalentes: el teorema 2.3 relaciona el diametro de una circunferencia de
Apolonio con puntos inversos, el corolario 2.6 relaciona una circunferencia de
Apolonio con otra, el corolario 2.9 dice que estas circunferencias de Apolonio
son ortogonales, y por la misma definicidon de circunferencias de Apolonio, la
recta que pasa por los centros de estas circunferencias las corta formando una
hilera armonica, y reciprocamente una hilera armoénica determina los didmetros
de dos circunferencias de Apolonio (respecto de distintos puntos) que seran
ortogonales entre si.
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Mas adelante veremos otras relaciones entre estos conceptos. Por ejemplo,
el teorema 3.6 relaciona circunferencias ortogonales con puntos inversos, el
teorema 4.2 relaciona puntos inversos con hileras arménicas, y el corolario 4.3
completa el circulo, relacionando hileras armoénicas con circunferencias ortogo-
nales.

2.1. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dados los puntos Ay B, y el punto C sobre la recta AB, construir
la circunferencia de Apolonio respecto de Ay B que pasa por C.

Ejercicio 2.2. Supongamos que tenemos una mesa de billar circular de centro
Oy circunferencia ¢, y los puntos A y B en un diametro de ¢ (ambos distintos
del origen e interiores a la circunferencia). Consideremos un punto T € c que
no esta en la recta AB. Una bola inicialmente en A es impulsada de modo de
rebotar en T y pasar por B.

a) Construir Bdados Ay T. ;Siempre se encuentra un B valido?

b) Construir T dados A y B. ;Cuantas soluciones hay?, ;siempre existe T

(para Ay B cualesquiera)?

Ejercicio 2.3. Sean A, B, C y D puntos alineados, A*B*C y B*C*D. Construir
un punto M tal que los segmentos AB, BC y CD se vean bajo un mismo angulo
desde M.

3. Inversion y circunferencias ortogonales

Salvo indicacién contraria, en esta seccién indicamos por c la circunferencia
de inversién, por O su centro y por r su radio.
3.1.Lema. Si P’ es el inverso de P respecto de c, entonces:
a) P es interior a c siy solo si P’ es exterior a c.
b) P=P’siysdlosiPec.
c) SiO=(0,0)y P =(x,7v),

r? , r?

- P'=———P
VxZ+y2? x2+y2

y en particular, si P’ = (x',y’),

OP’ =

’_ rzx ’ _ 723/ X/Z 4 22 _ 1"4
T X212 y T X1 p? y T x2ig?
® Las dos primeras afirmaciones se deducen de la relacién OP x OP’ = r2. Por
ejemplo, OP <r & OP’ > r.

Para la altima afirmacidn, basta observar que el punto P’ estd en la se-
mirrecta OP y es un multiplo positivo, digamos A, de P, i.e., P = AP. De
OP x OP’ = r? y OP” = AOP sigue 1> = OP x OP’ = AOP? = A(x? + y?) de
donde A = 12/(x? +y2).

3.2. Teorema. Si A y A’ son dos puntos distintos en una semirrecta de origen O
tales que A y A’ son inversos entre si respecto de la circunferencia c, entonces c es
una circunferencia de Apolonio respecto de Ay A’ y coeficiente VOA/OA’.
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% Es el reciproco del teorema 2.3.c).

¥ Supongamos que OA’ > OA, i.e., OA <r < OA’ (el caso OA > OA’ se obtiene
intercambiando A con A’).

Sea BC el diametro de ¢ determinado por la recta AA’, con C en la semi-
rrecta OA y B en la opuesta. De r2 = OA x OA” y r > OA, podemos poner (ver
el corolario 2.2 del apunte Aplicaciones del drea):

r _OA_r-0OA r+0A _
OA”  r  OA’-r OA’+r
para algin A > 0, y también de la misma relacién queda
A2 = 0A/O0A’. (6)
Puesto que OC =ry O, A, C y A’ estan en una recta en ese orden,
AC OC-0A r-0A _
A’C OA’-0OC ~ OA’-r

Del mismo modo,
AB  r+0OA
A’BT OA +r
El resultado se deduce ahora de 2.6, siendo A = VOA/OA’ el coeficiente de
la circunferencia de Apolonio (usando (6)).

Al invertir respecto de una circunferencia todos los puntos de una figura,
obtenemos una nueva figura, en general no muy parecida a la original. Casos
particularmente importantes son la inversién de rectas y circunferencias.

3.3. Teorema. Sea { una recta y F su imagen por una inversion respecto de la
circunferencia c. Entonces:

a) Si O el (y por lo tanto € no se puede invertir completamente), F = €\ {O}.

b) SiO ¢, F=c"\{O}, donde ¢’ es una circunferencia que pasa por O, y tal
que la tangente a ¢’ por O es paralela a €.

¥ Paraa),siPel,P+0,yP essuinverso, entonces Py P’ estan en la misma
semirrecta de origen O, contenida en ¢, i.e., P’ € £. Como la inversion es
involutiva, el inverso P de P’ € £ esta en £ (P’,P = O).

Para b), consideremos la recta ¢’ paralela a ¢ por O. Guidndonos con la
figura 2, consideramos R € ¢, la interseccion de ¢ con la perpendicular a £ por
O,y R’ el inverso de R. Veamos que la circunferencia de didmetro OR’ (salvo
O) es la imagen de ¢ por la inversion.

Si P € £ consideramos la recta OP y la perpendicular a ella por R’ que la
cortaen Q (Q, R, R’ y P estan en el mismo semiplano de ¢’). Los tridngulos
OPR y OQR’ son semejantes pues son rectangulos (en R y Q) y comparten
Z 0. Entonces

OP OFR’

OR ™~ 0Q’
de donde OPx OQ = ORx OR’ = r2. Como Q est4 en la semirrecta OP, resulta
Q el inverso de P. Que todo punto Q de ¢, excepto O, es inverso de algun P
se deduce de la misma forma: dado Q se construye la recta OQ que cortaa €
en P, ZOQR’ =90° (por 4ngulo inscripto en c), y se usa la semejanza de los
triangulos.

% Podemos pensar que la figura 2 muestra como «proyectar» una circunferencia
sobre una recta, y podriamos extender estas ideas a cualquier dimension. No
es casualidad que los temas que vemos en este apunte estén intimamente
relacionados con la «geometria proyectiva».
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Figura 2: inversién de recta.

3.4. Teorema. Sea ¢’ una circunferencia y F su imagen por una inversion respecto
de la circunferencia c. Entonces:

a) Si O ec’ (yporlo tanto ¢’ no puede invertirse completamente), F = £\ {O},
donde € es una recta paralela a la tangente a ¢’ por O. Ademds, O ¢ £.

b) SiO¢c', F=c", dondec” es una circunferencia que no contiene a O. Mds
atin, ¢’ y ¢” son homotéticas.

® El primer inciso es 3.3.) (figura 2).
Veamos dos variantes para el segundo, una algebraica usando coordenadas
y otra mas geométrica.

Version algebraica. Si O =(0,0), y ¢’ tiene centro (a, b) y radio k, la ecuacién
de la circunferencia ¢’ es

(x—a)?+(y-b)> =k,
que puede expresarse como
x?+y%—2ax—2by+d =0,

donde d = a® + b% — k?. Multiplicando la altima ecuacién por r#/(x? + 9?),
obtenemos

4

2 2
4_gq2 X _gp2 Y g T,

r =
2t y2 LIS B

Usando 3.1.¢), si (x’,y’) son las coordenadas del inverso de un punto (x,y) €,
rt—2arx’ =207y’ +d (x'2 + y'z) =0.

Como d # 0 (pues O ¢ c), dividiendo por d obtenemos la ecuacién que satisfa-
cen los puntos inversos de los puntos en c:

2 2 4

72 72 ar ’ br y T
-2—x -2— — =0,
X +y 7 x 7 v+ 7 0

que es la ecuacién de una circunferencia de centro

S

(@, b)) = % (a,b),

y radio r’ tal que

4 4 4
r’zza’2+b’2——:—(a2+b2)—%:—(d+k2)—L:7,
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Figura 3: inversién de circunferencia.

i.e., #’ = (r2/d)k. En resumen, la inversién de ¢’ es una circunferencia homoté-
tica con centro O y coeficiente r2/d.

Version geométrica. Supongamos que la circunferencia a invertir es ¢, con
centro O’ y radio r’. Surgen distintos casos, pero acd miramos el caso en que
O # O’ yla recta OO’ corta en el didmetro AB a ¢/, con O* A B, como en la
figura 3.

Denotando por A’y B’ los inversos de A y B (y entonces O+B’+A’), tomamos
M el punto medio de A’B’. Hacemos una homotecia de centro O y coeficiente
A = OM/O0O’. Mediante esta homotecia, A — B/, B— A’ y ¢’ se transforma en
una circunferencia ¢”, de radio r”” = A+’. En particular,

OB =Ax0A, r?=0A"x0A, OA’xOB =0A’xAxO0A=2Ar*. (7)

Queremos ver que la inversién de ¢’ es ¢”.
SiPec, P=A,B, trazamos la recta OP que corta a la circunferencia ¢’ en
Qv R, donde —digamos— R es el homotético de P, es decir,

OR=AxOP.

Veamos que Q es el inverso de P. En efecto,

OR
OQxOP=0Q x B por homotecia,
OB’ x OA’ . ”
S T por potencia respecto de ¢”,
=2 por (7).

Observamos que cuando OP es tangente a ¢/, también es tangente a ¢”’ y
Q =R, pero el argumento sigue siendo valido.

& Aunque el centro de ¢” estd en la semirrecta de origen O que pasa por el
centro de ¢’, el centro de ¢’ no se invierte en el centro de ¢”’: con las notaciones
anteriores, el inverso del centro tiene coordenadas

72

a2

(suponiendo (a,b) # (0,0)) y —para que coincida con el centro de ¢”’— tendria
que ser
d=a*+0b?,

pero d = a? +b?> —k? y k # 0 (pues es el radio de ¢’).

3.5. Corolario. La inversion es una transformacion conforme, i.e., preserva angu-
los.
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3.6. Teorema. Sean c y ¢’ dos circunferencias de centros O y O’. Supongamos que
Py Q son la interseccion de una recta por O con la circunferencia ¢’. Entonces P y

En los cursos de funciones de variable compleja se estudian funciones confor-
mes sobre los complejos. Aca estamos diciendo esencialmente que para z € C,
z # 0, la transformacién z — (E)f1 es conforme.

Sean ¢ y ¢ dos rectas que se cortan en P formando 4ngulos de a y su suple-
mentario, 8, con 0° < a < 180°.

Supongamos que las rectas no pasan por el centro O de la circunferencia
¢ de inversién. Entonces ¢ y ¢ se transforman en dos circunferencias, ¢’ y ¢,
a las que se les ha quitado O, y tanto ¢’ como ¢ pasan por O. Mas ain, sus
tangentes en O son paralelas a £ y £ y por lo tanto forman los mismos 4ngulos
ay . Como € =, ¢’ # ¢, estas circunferencias no son tangentes (en O), sus
respectivos centros son distintos, y se cortan en otro punto, digamos Q, que es
el inverso de P. Los dngulos que forman las tangentes a ¢’ y ¢ en Q también
coinciden con a y f8 pues la figura formada por ¢’ y ¢ es simétrica respecto de
las rectas que pasa por sus centros.

Si alguna de ¢ y £ pasan por O, entonces tendremos que considerar el
angulo formado por una recta y una circunferencia, pero es similar al anterior.

El caso en que tanto £ como £ pasan por O (y € # {) puede considerarse
como un caso «limite», aunque el angulo formado por sus inversas no esta
definido (pues no contienen a O).

Q son inversos entre si respecto de ¢ si y sélo sic 1 c’.

& Cuando P = Q y la recta OP es tangente a ¢/, el resultado se reduce a decir

%,

3.7. Corolario. Sicy ¢’ son dos circunferencias distintas, entonces ¢ 1 ¢’ si y solo

que P es su propio inverso (respecto de ¢ y por lo tanto P € ¢) siy s6losi ¢ L ¢’.

Si Q es el inverso de P respecto de ¢, P y Q estan en una misma semirrecta de
origen O, O es exterior a ¢’ y puede trazarse una recta OT tangente a ¢’ con
T e ¢’. Entonces (por potencia) tenemos OT? = OP x OQ = 2, y por lo tanto
OT=ryTec. EntoncesTecnc’y OT L O'T, i.e., cy ¢’ son ortogonales.

Reciprocamente, si ¢ L ¢/, hay dos puntos en cN¢’. Si T es uno de estos
puntos, debe ser OT 1 O’T, OT tangente a ¢’ (en T), y O exterior a ¢’. Nue-
vamente por potencias, OP x OQ = oT? =12, y Py Q son inversos entre si
respecto de ¢ (P y Q estan en una misma semirrecta de origen O pues O es
exterior a c’).

si la inversa de ¢’ respecto de c coincide con ¢’.

& Esclaro que la inversa de c es ¢ pero ¢ £ c.

1

Supongamos que ¢ L ¢/, P € ¢/, y Q es el inverso de P respecto de c. Queremos
ver que Q € ¢’. Pero si R es el otro punto en la interseccion de la recta OP con
¢/, Res el inverso de P (por 3.6, atn si R = P). Por lo tanto Q =R e ¢’.

Reciprocamente, supongamos que ¢’ es su propia inversa respecto de c.
Tomemos una recta que pase por O y corte a ¢’ en dos puntos distintos,
digamos P y Q. Si P es inverso de si mismo (respecto de c), Q también debe
ser inverso de si mismo y Py Q en c. Si esto pasa para mas de una recta que
pasa por O, tendremos tres o0 mas puntos en ¢ N ¢’ y debe ser ¢ = ¢. Como
suponemos ¢ # ¢/, podemos encontrar una recta por O que corte a ¢’ en dos
puntos distintos, uno inverso del otro y usar 3.6 para obtener ¢ 1 ¢’.

3.1. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Completar la demostracién geométrica del teorema 3.4 para los

casosa) O=0"yb) O=0"yA=O=B.
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Ejercicio 3.2. ;Por qué en la demostracion de 3.7 no se puede considerar T € ¢’
tal que OT es tangente a ¢’ como se hace en 3.6?

Ejercicio 3.3. Sean c una circunferencia, y P ¢ c. Construir una circunferencia
¢’ de centro P tal que al realizar la inversién respecto de ¢’, ¢ queda invariante.
¢Y si P es el centro de ¢?

Ejercicio 3.4. Dadas las circunferencias c¢; y ¢, y el punto P no en ellas, cons-
truir una circunferencia que pase por P y sea tangente a ¢y y ¢,. Sugerencia: usar
el ejercicio anterior.

4. Hileras armonicas

4.1.Lema. Si A, By C son tres puntos distintos, entonces si C no es el punto medio
de AB, existe un tinico D tal que A, B,C, D es una hilera armonica.
En consecuencia, si A,B,C,P y A, B,C, Q son hileras arménicas, entonces P = Q.

¢ Laecuacion (2) del lema 2.2 tiene dos soluciones, una de las cualeses M = C
y la otra es el punto D buscado.

4.2. Teorema. Si c es una circunferencia y P y Q son puntos distintos tales que la
recta PQ corta a c en el didmetro AB, entonces los puntos A,B,P,Q forman una
hilera armonica si y sélo si P y Q son inversos uno del otro respecto de c.

® El caso limite es P = Q, en este caso tendremos también P = A o P = B.

¢ Llamemos O al centro de c y r a su radio.
Si A,B,P,Q es una hilera armonica, debe ser

PA _PB _
QA QB

paraalgin k > 0, k = 1. Por lo tanto, c es la circunferencia de Apolonio respecto
de Py Q con coeficiente k, y (por 2.3) OPx OQ =r2, i.e., P y Q son inversos el
uno del otro respecto de c.

Reciprocamente, si P y Q son inversos respecto de ¢, por 3.2 ¢ es una
circunferencia de Apolonio respecto de Py Q, y en particular

k;

AP _BP
AQ  PQ’
y los puntos A, B, P, Q forman una hilera armonica.

4.3. Corolario. Los puntos alineados A, B, P, Q forman una hilera arménica si y sélo
si las circunferencias de didmetros AB y PQ son ortogonales.

% Comparar con 2.9.
¥ Sea c la circunferencia de didmetro AB y ¢’ la de didmetro PQ. Por 4.2,

A, B,P,Q forman una hilera armdnica si y s6lo si P y Q son inversos el uno del
otro respecto de c. Por 3.6, esto pasa siy solosic L ¢’.

El siguiente es un teorema fundamental de geometria proyectiva en dos
dimensiones y juega un rol decisivo en la construccién 6.2 de tangentes a
una circunferencia. Por practicamente Gnica vez en el apunte, no aparecen
circunferencias involucradas en el enunciado o demostracioén.



4.1 Ejercicios

Pig. 13

Figura 4: esquema del teorema 4.4.

4.4. Teorema. Si ABC es un triangulo, L, M y N son puntos cualesquiera en las
rectas BC, CA y AB (respectivamente) tales que AL, BM y CN son concurrentes, y la
recta MN corta a la recta BC en L', entonces B,C,L, L’ forman una hilera arménica.

5

¢ Nos orientamos con la figura 4. Por el teorema de Ceva,

BL CM AN _

LC MA NB "’

y por el teorema de Menelao,

BL’ CM AN _
L’C MA NB

por lo que
BL BL’
LC LC’
y entonces o bien L = L’ o bien B,C,L,L’ forman una hilera arménica.

Pero no puede ser L = L’ ya que, siendo AL, BM y CN concurrentes o bien
s6lo uno o bien los tres puntos L, M y N estan en los lados del triangulo ABC,
mientras que la recta MN puede cortar a los lados en ninguno o exactamente
dos de los lados (ver los lemas 1.2 y 1.6 del apunte Teoremas de Ceva y Menelao).

4.1. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Si A,B,C,D forman una hilera armonica, con By C entre Ay D,
entonces los segmentos AB, AC y AD estan en progresién armoénica, i.e.,

11 (L N L)

AB 2\AC AD/’
Ejercicio 4.2. Justificar la siguiente construcciéon del punto D de modo que
A,B,C,D formen una hilera armoénica: sean {4 y €g dos rectas paralelas por A
y B, y sea {¢ una recta por C que cortaa {4 y {gen Py Q. Si R € {p es tal que

R # Qy BR = BQ, entonces la recta PR corta a la recta AB en D. Sugerencia: usar
la semejanza de los triangulos APC y BQC, y de los triangulos APD y BRD.

% Esta construccion permite hacer el ejercicio 2.1 de forma sencilla.

5. Polos y polares

En la primera parte de esta seccion, tomada del libro de Coxeter y Greit-
zer [1], vemos coémo establecer una correspondencia entre puntos y rectas, e
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intercambiar colinealidad y concurrencia, similar a la dualidad en «geome-
tria proyectiva». Concluimos con resultados tomados del libro de Shively [3],
mostrando la relacién con hileras armonicas.

5.1. Definicion. Dados una circunferencia de inversiéon ¢ de centro O y un
punto P, P # O, la polar de P es la recta perpendicular a OP que pasa por el
inverso de P respecto de c.

5.2. Definicion. Dados una circunferencia de inversién ¢ de centro O y una
recta {, O ¢ {, sea Q la interseccioén de € y una perpendicular a ¢ por O. El polo
de { es el punto inverso de Q respecto de c.

5.3. Lema. Sean c una circunferencia de inversion de centro O, P un punto distinto
de O, y € una recta que no pasa por O. Entonces € es la polar de P si y sélo si P es el
polo de €.

¥ Sea P’ el inverso de P respecto de c.
Si € es la polar de P, la interseccién de € con la recta OP es P’y £ 1. OP. Por
lo tanto, P es el polo de ¢. Reciprocamente, si P es el polo de ¢, la interseccion
de ¢ con larecta OP es el punto P’y £ 1 OP, i.e., { es la polar de P.

Es usual denotar con letras minasculas a las polares de los puntos, e.g., a es
la polar de A, p la polar de P, etc., convenciéon que adoptamos.

% jHabré que tener cuidado cuando c denota una circunferencia o cuando r es
un radio, y no son polares de C o R!

5.4. Lema. Sea c una circunferencia de inversion de centro O, y consideremos los
puntos del plano U, V y W distintos de O, y sus polares u, v y w (respectivamente).

a) Uece Ueu. Ademds, U € c¢ siy sélo u es la tangente a ¢ por U.
b) Ueve Veu.
c) Uy Vestin en w siysolo si W es la interseccion de u y v.

¥ Sea U’ el inverso de U respecto de ¢, y recordemos que U € ¢ si y sdlo si
U = U’ (lema 3.1). Como u es perpendicular a OU y contiene a U’, U € u es
equivalente a U = U’,ie,aUec.SiUEec, ueslarecta tangente a ¢ por U
(pues la tangente es perpendicular a OU y pasa por U’ = U).
Reciprocamente, si u es tangente a la circunferencia en, digamos, Q, la
perpendicular a u# que pasa por O es larecta OQ y Q debe ser el inverso de U.
Dado que Q € ¢, Q es su propio inverso y entonces Q = U, y por lo tanto U € c.
Supongamos ahora que U € v y llamemos V’ al inverso de V. Tracemos
la recta OU, la perpendicular a ésta que pasa por V, y llamemos H al punto
de intersecciéon de estas rectas. Entonces los tridngulos UV’O 'y VHO son
semejantes (comparten el angulo en O y son rectangulos en V' y H). Por lo
tanto
Uuo V'O
VO  HO’
de donde UOxHO = VO x V'O = r? donde r es el radio de c, y por lo tanto
H es el inverso de U y VH (que es perpendicular a OU) es la polar de U.

% Comparar con 3.3 y la figura 2 en donde los puntos R,R’,P,Q se
llaman ahora V’,V,U, H, y la recta € es ahora v. Como en ese caso,
podemos decir que H esta en la semirrecta OU porque U y H estan
en un mismo semiplano respecto de la recta paralela a v que pasa
por O.



5. Polos y polares

Pig. 15

Entonces U € v = V € u, pero cambiando V por U y v por u, vemos que

vale también la reciproca.

Finalmente, por los incisos anteriores, U y V estan en w si y sélo si tanto

weucomowev,ie,siysolosi Weunw.

& Vale la pena citar a Coxeter y Greitzer [1, pag. 133] a propdsito de que

Bea=>A€b:

Fijando A y 4, mientras que varian B y b, deducimos que las po-
lares de todos los puntos de una recta a (que no pase por O) son
rectas que pasan por su polo A. En otras palabras, las polares de un
conjunto de puntos alineados es un conjunto de rectas concurren-
tes. Este proceso de conservacion de la concurrencia, en el que los
puntos y las rectas se transforman en sus polares y polos, se llama
reciprocidad. Conduce, naturalmente, al principio de dualidad que
establece que, para cualquier configuracién de puntos y rectas, con
determinados puntos situados en determinadas rectas, existe una
configuracion dual de rectas y puntos, con determinadas rectas
que pasan por determinados puntos. Por el dual del «cuadriangulo
completo» ABCD (que consiste en cuatro puntos, cualesquiera tres
de ellos no colineales, y sus rectas de uniéon AD, BD, CD, BC, CA
y AB) es un «cuadrilatero completo» abcd (que consiste en cuatro
rectas, cualesquiera tres de ellas no concurrentes, y sus seis pares
de puntos de interseccion and, bNd,cnd,bNc,cNa,anb).

5.5. Teorema. Sean c una circunferencia de inversion, P un punto exterioracy p

su polar, y sean U y V dos puntos (distintos) en c.

Entonces si U y V estdn en p, las rectas PU y PV son tangentes a c (en Uy V

respectivamente).

Reciprocamente, si U y V son puntos de las tangentes a ¢ por P, p es la recta UV.

I~y

tangente a c. De la misma forma para V.

Por otro lado, si la recta PU es tangente a ¢, entonces PU es la polar u de
U. Del mismo modo para la polar v de V. Entonces P es la interseccion de las

polares u y v, y por 5.4, Uy V estan en p, y por lo tanto la determinan.

5.6. Teorema. Sean c la circunferencia de inversion, P un punto exterior a c y p su

polar, € una recta por P que cortaa cen Ay B, y sea Q en el segmento AB.
Entonces A, B, Q, P es una hilera arménica si y sélo si Q € p.

¥ Sea O el centro de inversion, y sea P’ el inverso de P.

Si Q esta en la recta OP, entonces Q € p es equivalente a Q = P’. Por 4.2,

esto es equivalente a que A, B, P, Q formen un hilera armoénica.

Supongamos entonces que Q € p no esta en la recta OP, y sea ¢’ la circunfe-

rencia de diametro PQ (ver figura 5).

Si Q € p, entonces p es la recta P’Q (perpendicular a OP) y ¢’ contiene a P’
y P. Por 3.6 esto es equivalente a ¢ 1 ¢’. Nuevamente por el mismo teorema,
ahora con la recta AB que corta a ¢’ y pasa por su centro, A y B son inversos
entre si respecto de ¢’. Por 4.2 esto implica que A, B, P,Q forman una hilera

armonica.

Reciprocamente, si A, B, P,Q forman una hilera armoénica, por 4.2 Ay B
son inversos el uno respecto del otro respecto de ¢’, por 3.6 debe ser ¢ L ¢’. Por
el mismo teorema la recta OP corta a ¢’ en P’. Entonces ZQP’P = 90° pues

PQ es didmetro de ¢’, las rectas OP y QP’ son ortogonales, y Q € p.

€ Si U ep, U es su propio inverso. Su polar u contiene a P y es tangente a ¢
(lema 5.4). Como también contiene a U, u es la recta PU. Es decir, PU es
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Figura 5: esquema del teorema 5.6.

5.1. Ejercicios

Ejercicio 5.1. La polar de un punto A respecto de una circunferencia c de centro
O (A # O) es el eje radical de las circunferencias c y la de didmetro OA.

Ejercicio 5.2. Uno de los dngulos formados por las polares de A y B es igual a
ZAOB.

6. Construcciones con regla solamente

En esta seccidon vemos la posibilidad de realizar algunas construcciones
usando sdlo regla (y no compas).

Empezamos con un ejemplo en el que se usan las propiedades de concurren-
cia y colinealidad de los teoremas de Ceva y Menelao (ver el apunte Teoremas de
Ceva y Menelao).

6.1. Construccion. Dados una recta € y los puntos A, B, Cy M, con Ay Ben ¢,
C ¢ {, vy M el punto medio del segmento AB, construir una recta paralela a € que
pase por C.

% En forma analoga se puede construir M dada una recta paralela a £ por C.

® Trazamos la recta AC, y consideramos D en esta recta de modo que C esté
entre Ay D. Llamemos E a la interseccion de las rectas DM y BC, y sea F la
interseccién de las rectas AE y BD. Entonces la recta CF es paralela a €.
En efecto, en el tridngulo ABD tenemos los puntos C € AD, F € BD y
M € AB, y las rectas AF, BC y DM son concurrentes (en E). Por el teorema de
Ceva, y usando que AM = MB,

AC DF _
CD FB
lo que implica que los tridangulos ADB y CDF son semejantes, y por lo tanto
CF || AB.

Si permitimos que, usando sélo regla, queden también determinadas las
intersecciones de una circunferencia con cualquier recta, tenemos la siguiente
construccién notable de tangentes exteriores a una circunferencia, con la que ni
siquiera necesitamos conocer el centro de ella.

6.2. Construccion. Supongamos que P es un punto exterior a una circunferencia c,
y que realizamos los siguientes pasos:

1. Trazamos dos rectas por P que cortan a c en A, By C, D respectivamente. Para
fijar ideas, digamos que P+ AxBy PxCx*D.
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2. Construimos E, interseccion de las rectas AC y BD, y F, interseccion de las
rectas AD y BC.

3. Sean Q y R las intersecciones de la recta EF con c.

Entonces las rectas PQ y PR son tangentes a ¢ (en Q y R).

& Hay que tener cuidado con las posiciones de las rectas PA y PC de modo que las
subsiguientes intersecciones existan: la construccion no siempre es posible para
cualesquiera posiciones.

& La construccion que presentamos es vdlida también para cénicas (pardbolas, elipses
o hipérbolas).

Esto surge de la reciprocidad mencionada en la seccion 5, mediante la cual
se puede pensar a toda conica como el «reciproco» de una circunferencia, y de
esta manera definir polares no sélo respecto de circunferencias sino también de
conicas, siendo verdaderos la mayoria de los resultados que hemos presentado en la
seccion 5 para conicas.

® Sean M y N las intersecciones de la recta EF con las rectas ABy CD respecti-
vamente.

Mirando al tridangulo EDC y los puntos N € CD, A€ CE y B e DE, vemos
que las rectas EN, DA y CB son concurrentes (en F) y la recta AB corta a la
recta CD en P. Por 4.4, D,C,N, P forman una hilera arménica. Por 5.6, N esta
en la polar de P. De la misma forma, M esta en la polar de P, y por lo tanto la
recta MN es la polar de P.

Pero la recta MN es la recta EF, y por 5.5, esta recta corta a c en los puntos
por donde pasan las tangentes desde P a la circunferencia c.

7. Notas sobre la bibliografia

El tema de potencia esta tomado de Coxeter y Greitzer [1], aunque aparece
en muchos libros. La exposicién sobre circunferencia de Apolonio y la «cruz
de bisectrices» toma ideas de Vasiliev y Gutenmajer [4] y Pedoe [2]. Sirve como
buena introduccién a los temas de inversién y circunferencias ortogonales,

basados en Pedoe [2], e hileras armoénicas, basados en Pedoe [2] y Shively [3].
Topicos de polos y polares estan tomados de Coxeter y Greitzer [1]y Shively [3].

En todos los casos nuestra presentacion difiere de la que se hace en la
bibliografia mencionada, especialmente en cuanto a la profundidad (aca vemos
muchos menos resultados).
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