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Acé nos ponemos de acuerdo en notaciones, repasamos algunos conceptos, e
introducimos algunos que tal vez no sean conocidos pero que son fundamentales
para el trabajo futuro.

La idea es mirar por arriba el material del apunte y hacer los ejercicios
propuestos, volviendo a releer los temas si hubiera alguna dificultad, ya sea con
los ejercicios o con apuntes posteriores.

Empecemos por algunas notaciones:

Letras. Usamos letras como a, A, y también griegas (pocas) como «, para desig-
nar objetos. Por completitud y para referencia mostramos el alfabeto griego
en el cuadro 1 en el apéndice (no es necesario aprenderlo ni mucho menos).

Cuando «se nos acaba el alfabeto» usamos primas, como A’, A”, A"
(leidas como «A prima», «A segunda», «A tercera»), o subindices como Ay, A,
(«A sub uno», «A sub dos»), o combinando ambas como A (indistintamente
«A prima sub uno» o «A sub uno prima»). Otras veces ponemos rayas, tildes
(virgulillas) o similares, como en 4, 4, a*.

Notas. Ademas de las notas al pie de pagina, intercalamos en el texto distintas
notas en letras mas pequenas.

Aclaraciones, curiosidades, historia:

% Laletra griega « Y » (ipsilon) dio origen a nuestra «y griega».
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Notas mds avanzadas:

4 Para cuando volamos por las nubes.

Indicaciones de demostraciones:

¥ A medida que avancemos iremos reemplazando demostraciones formales
por indicaciones de los pasos a seguir a modo de nota.!

Algunos simbolos no matematicos.
[0 indica el fin de una demostracién.

% Al escribir en papel podemos usar «Q. E. D.», del latin quod erat demos-
trandum (lo que se queria demostrar), inmediatamente después del punto
final, poniendo algo como

[...] pero esto es lo mismo que decir que a = 0. Q. E. D.
O directamente sin la abreviatura,

[...] pero esto es 1o mismo que decir que a = 0, como queriamos
demostrar.

38 (la cortamos acd) indica el fin de definiciones o notaciones.

Algunas abreviaturas.

a.C. antes de Cristo.

e.g. (del latin exampli gratia) debe leerse como «por ejemplo».

i.e. (del latin id est) debe leerse como «esto es» 0 «o sea», etc.

1. Logica

Las matematicas se diferencian de otras ciencias por las demostraciones, en
las cuales se establecen relaciones entre proposiciones logicas.

Proposiciones logicas. Son afirmaciones de las cuales podemos decir que son
verdaderas o falsas,” como «este 1apiz es rojo» o «todo entero es par».

Una proposicion debe ser verdadera o falsa, pero no puede ser verdadera y
falsa simultineamente.

no (negacion), y (conjuncion), o (disyuncién). Se usan para operar con pro-
posiciones.

* «no p» es verdadera si p es falsa.
* «py g» es verdadera si tanto p como g lo son.
* «p o g» es verdadera si alguna de p o g lo es.

% En matematicas «o» es equivalente al «y/o» que se usa en el lenguaje
comun.

Por ejemplo, la negacién de «este lapiz es rojo» es «no (este lapiz es rojo)»
—donde pusimos paréntesis por claridad— o mas informalmente «no es cierto
que este lapiz sea rojo», o directamente «este lapiz no es rojo».

1 iPero en los examenes habréa que hacer las demostraciones formales!

2 Sin meternos en honduras: en ciertas circunstancias existen proposiciones légicas para las cuales
no se puede decidir si son verdaderas o falsas.
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De modo similar, «este lapiz es rojo y largo» podria ponerse mas formalmente
como «(este lapiz es rojo) y (este lapiz es largo)».
& Los simbolos -, A, V indican «no», «y», «o» respectivamente.
& Muchas veces (pero no siempre) la negacion de una propiedad dada por un
simbolo se expresa tachando el simbolo: a = b (a es igual a b) se niega poniendo
a#b (aes distinto de b).
Mas adelante veremos otros simbolos con esta propiedad, como:

= (implica) #  (noimplica)
€ (pertenece) ¢  (no pertenece)
C  (incluido) ¢  (noincluido)
<  (menor) £  (no es menor)
|| (paralela) Y (no paralela)

La negacion de una conjuncién es una disyuncion, y la de una disyuncién es
una conjuncioén, segin las leyes de De Morgan (1806-1871):

1.1. Propiedad (leyes de De Morgan para proposiciones logicas).

* «no (p y q)» es equivalente a «(no p) o (no g)».
* «no (p o q)» es equivalente a «(no p) y (no g)».

Asi, la negacién de «este lapiz es rojo y largo» puede ponerse como «(este
lapiz no es rojo) o (este lapiz no es largo)».

Existe y para todo. Una pregunta basica en matematicas es si existen o no
objetos con determinadas propiedades, es decir, si una afirmacion de la forma

existe t tal que p(t)

es verdadera o falsa.
Por ejemplo, en la proposicion

existe un numero entero n tal que n =n+1, (1)

la variable se llama # y la proposicion p(n) es «n es un nimero enteroy n = n+1».
La negacién de la proposicion (1) es

no existe un nimero entero n tal que n =n+1,

que podemos poner en la forma «para todo n entero no (n = n+ 1)», o mas
sencillamente,

para todo n entero se cumple que n = n+ 1.

Al negar una proposicién con «existe» aparece «para todo» (y reciprocamen-
te). Asi, las expresiones
para todo t vale p(t)

no existe t tal que p(t) sea falsa

son equivalentes.

& A veces se usan los simbolos — para «no», 3 para «existe», ¥ para «para todo»,
y 7 para «no existe».
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Hay que tener un poco de cuidado cuando se usan «existe» o «para todo».
Por ejemplo,
todo entero es par o es impar

es verdadera, y no es lo mismo que
(todo entero es par) o (todo entero es impar)

que es falsa (pues cada expresion entre paréntesis es falsa).

Implicaciones. La palabra «entonces» al decir
si yo camino entonces me muevo, (2)
en matematicas se puede reemplazar por «implica»,
yo camino implica me muevo. (3)

eliminando a veces la palabra «si» (como en este caso). También podemos usar
el simbolo « = »:
yo camino = me muevo. (4)
En la proposicion «p = g», p es la hipdtesis o premisa , i.e., suposiciones que
se hacen sobre algunos objetos, g es la tesis o conclusion, i.e., propiedades y
relaciones que deben cumplir los objetos sobre los que se esta trabajando, y la
nueva proposicién «p = g» se llama implicacion.

&  Algunos autores llaman a p el antecedente y a q el consecuente.

Decir que «p = g» es verdadera es equivalente a
decir que «p y (no g)» es falsa.

En particular, si p es falsa, es decir si partimos de una premisa falsa, la
implicacion p = g es siempre verdadera, no importa si q es verdadera o no.

De este modo, tanto «(0 = 1) = (2 = 3)» como «(0 = 1) = (2 # 3)» son
proposiciones verdaderas. En ambos casos la premisa es falsa (0 = 1), mientras
que la conclusién es falsa en el primer caso (2 = 3) y verdadera en el segundo
(2#3).

También podriamos poner la frase (2) al revés, sin «entonces»:

me muevo si yo camino. (5)
En este caso, la palabra «si» se indica en matematicas por el simbolo <:
me MUuevo < yo camino. (6)

Asi como < es el «reciproco» de =, en matematicas se usa sélo si como
«reciproco» de «si»:
yo camino sélo si me muevo. (7)

Es decir, para nosotros casi siempre «entonces», «implica», « = », «s6lo si»,
«por lo tanto», «debe ser» y «necesariamente», son sinénimos (como en los
ejemplos (2), (3), (4) y (7)). En cambio «si» y « & » a veces son sinénimos (como
en los ejemplos (5) y (7)), y otras veces no (en el ejemplo (2) no pondriamos «&=
yo camino = me muevo», expresion sin sentido).
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&, «Por lo tanto» a veces se indica con el simbolo «.".». Menos comun es el
simbolo «"."» para indicar «porque».

En general puede ser que p = g pero q # p, como en
hombre = mortal (todos los hombres son mortales)

(donde entre paréntesis indicamos una version mas informal) que es verdadera,
pero
mortal = hombre (todos los mortales son hombres)

es falsa (los canguros también son mortales).

Para ver que una implicacién es falsa, basta dar un contrajemplo, i.e., un
ejemplo donde «p y no g» es verdadera. En el ejemplo anterior, el canguro es un
ejemplo de mortal (p) que no es hombre (no g).

% Intercambiaremos «implica», «todo», «cada», «para todo» y «cualquiera» sin

ningin tipo de pudor. Asi, para nosotros seran equivalentes:
* si h es hombre entonces h es mortal
* hombre = mortal
* todo hombre es mortal
* cada hombre es mortal
* cualquiera que sea el hombre h, h es mortal
* para todo hombre 4, h es mortal

En algunos casos tenemos tanto el «si» como el «sélo si». Por ejemplo, cuando
X es un namero real tenemos que tanto

x=0 = x>=0 (sixes 0 entonces su cuadrado también lo es)
como
x?=0 = x=0 (siel cuadrado de x se anula entonces x también)

son verdaderas. En estos casos podemos resumir ambas implicaciones usando
«siy sélo si», simbolizado con « & »,

x=0 o x*>=0 (xes0si y solo si su cuadrado lo es).
En definiciones, e.g.,
un nuamero entero es par si es maltiplo de 2,

el «si» debe entenderse como «si y sdlo si»: si un nimero entero es multiplo de
2 entonces es par, y si un niimero entero es par entonces es multiplo de 2.

Teoremas, lemas, etc. Son enunciados de la forma p = q. Aunque pueden
ponerse bajo el nombre genérico de teoremas (o sencillamente implicaciones),
en general teorema se reserva para los resultados principales, llamando lemas
a resultados menores previos que conducen a resultados mas importantes, y
corolarios a las consecuencias mas o menos sencillas de resultados principales
como teoremas, por ejemplo, casos particulares.
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% Muchas veces los enunciados de los corolarios son mas importantes, en el

sentido de que se usan mas, que los teoremas de los cuales son consecuencia,
y por otra parte hay lemas famosos de los cuales se deducen teoremas no tan
importantes.

En fin, que la importancia de un resultado es bastante subjetivo y no hay
criterios uniformes para llamar a algo lema o teorema o corolario.

A veces todos estos enunciados o resultados se engloban simplemente con
la palabra proposicion, evitando mayores complicaciones.

Demostraciones. La demostracion es una serie o cadena de razonamientos que
conducen a establecer la verdad de una proposicion de la forma p = 4.

Hay muchas formas de escribir una misma demostracién, y un resultado
puede tener demostraciones conceptualmente distintas (como veremos con el
teorema de Pitagoras).

Hay diversas técnicas para demostrar «p = g»: podemos usar una técnica
directa, o demostrar el contrareciproco «(no q) = (no p)», o usar la técnica
denominada reduccién al absurdo o por contradiccion, demostrando que «p y (no
q)» es falso (o absurdo o contradictorio), como en la demostracién del lema 1.2.

Enunciados y demostraciones. Veamos un ejemplo de cémo enunciaremos
resultados y escribiremos sus demostraciones.

1.2. Lema. Si a es un niimero real positivo, entonces —a es negativo.

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que a >0y —a > 0.
Sumando miembro a miembro las inecuaciones

a>0
—a>0
obtenemos
a+(-a)>0,

pero como a+(—a) = 0, llegamos a 0 > 0 que es falso. Esta contradiccién proviene
de suponer quea>0y —a > 0. O

% Algunos autores dividen explicitamente la proposicién (teorema, lema o
corolario) «p = ¢» en dos partes: la hipdtesis (p) que se supone verdadera, y
la tesis (q). Por ejemplo,

Hipotesis: a es un nimero real positivo.

Tesis: —a es negativo.

Este esquema ayuda al principio, pero nosotros no lo usaremos.

1.1. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Siendo que una proposicién es verdadera o su negacién lo es
(pero no ambas simultaneamente), ver que si p y q son proposiciones entonces
una (y s6lo una) de las siguientes es verdadera (y las restantes falsas):

pyq py(nogq), (nop)ygq (nop)y(nogq).

Sugerencia: considerar las cuatro posibilidades p verdadera y g verdadera, p
verdadera y g falsa, etc.
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2. Conjuntos

En general pensamos que una figura plana esta compuesta por puntos,
curvas, tal vez incluyendo la region encerrada por ellas. Mas ampliamente, una
figura serd para nosotros un conjunto de puntos en el plano.

% La geometria euclidiana plana también se denomina planimetria.

4 En realidad no tenemos por qué pensar que los puntos son elementos de un
conjunto llamado recta. Podriamos pensar que puntos, rectas y planos son
objetos que tienen ciertas relaciones entre ellos. En geometria proyectiva se ve
que muchas veces se pueden intercambiar «punto» con «recta» y obtener un
resultado valido. Por ejemplo: «dos puntos distintos determinan una recta» y
«dos rectas distintas determinan un punto» (en proyectiva todas las rectas se
intersecan).

Otros conjuntos particularmente importantes para nosotros son los numé-
ricos: los enteros, 0,1,-1,2,-2,..., denotados por Z; los racionales, cocientes de
enteros con denominador no nulo, denotados por Q ; y los reales, que completan
la recta «sin dejar agujeros», indicados por R . Los naturales son los enteros
positivos, 1,2,3,..., y se indican con N .

% En algunos casos resulta mas coémodo considerar que 0 es natural, y tomar

N como todos los enteros no negativos: hay que tener cuidado en saber cual
convencion se esta usando.

Suponemos conocidos estos conjuntos numéricos asi como las operaciones
de suma, resta, producto, etc.; el orden (>, <, >, <), y las relaciones entre ellos
(comoa<byb<a=a=b;(a+b)xc=ac+bc,oa>b=a+c>b+c), que
veremos con mas detalle en el apunte sobre niimeros reales.

Repasemos algunos conceptos de la teoria de conjuntos.

Pertenencia. Los conjuntos estan constituidos por elementos. Si el elemento
x esta en (o pertenece a o es un elemento de) el conjunto A, ponemos x € A. Los
conjuntos se indican generalmente con letras mayusculas y sus elementos en
minusculas, ambas cursivas.

% Aunque se parecen, son distintos los simbolos € (pertenece) y € (épsilon
griega), o su variante ¢.

Cuando un conjunto se describe caracterizando los elementos que lo compo-
nen, ponemos esta descripcion entre llaves. Asi, {x € Q : x > 0} es el conjunto de
nameros racionales positivos.

Otras veces podemos enumerar los elementos, como en {3, 5, 8}, o dejar con
puntos suspensivos si queda clara la descripcion, como en

A=1{1,3,5,7,9,...)

que parece indicar que A es el conjunto de los nimeros enteros que son positivos
e impares.

Relaciones entre conjuntos. Si Ay B son dos conjuntos y todos los elementos
de A estan también en B, es decir si

xeA = x€B,
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decimos que A esta incluido o contenido en B y lo indicamos como
ACB o BDA.

En este caso decimos también que A es un subconjunto de B o una parte de B.
Dos conjuntos son iguales cuando los elementos de uno son elementos del
otro y reciprocamente. Es decir,

A=B & ACByBCA

& Por lo tanto, para demostrar que un conjunto es igual a otro en general hay
que demostrar las dos inclusiones.
% Usamos el signo «=» con dos sentidos distintos.

Uno para definir el conjunto, como en A = {1, 2,3}, y otro para expresar que
los dos conjuntos a ambos lados de la igualdad tienen los mismos elementos,
como en {1,2,3} = {x: x es entero positivo menor que 4}.

Algunos autores hacen distinciones entre estos dos usos (y ciertamente se
hace al programar en la computadora), poniendo simbolos como «:=» para
las definiciones.

Siguiendo la costumbre usual, nosotros no haremos esta distincion en la
notacion.

A veces ponemos A C Bo A G B para indicar que A C B pero A # B.

Operaciones. Pensamos que los elementos con los que trabajamos estan en un
conjunto universal, por ejemplo el plano o R. En contrapartida, el conjunto vacio
es el conjunto que no tiene elementos, y se indica por 0.
Dados dos conjuntos A y B, obtenemos otros conjuntos mediante las opera-
ciones de union
AUB={x:x€AoxeB]

e interseccion
ANB={x:xeAyxeB}.

Dos conjuntos A y B son disjuntos® si no tienen elementos comunes (en
simbolos, ANB =0). Si AN B =0, decimos que A corta o interseca a B.
A veces es conveniente considerar la diferencia de conjuntos, definida como

A\B={xeA:x¢B}.

Por ejemplo, R\ Q es el conjunto de nameros irracionales.

Producto cartesiano. Dados dos conjuntos no vacios Ay B, el producto carte-
siano es el conjunto A x B formado con los pares ordenados de la forma (a,b) con
acAybeB.

Por ejemplo, si A={1,2,3}y B={1,2,4},

AxB={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4)}.

3 Segtn la Real Academia Espafiola, lo correcto es disyuntos, pero seguimos la costumbre en

nuestro pais. A proposito, el «o» en légica a veces se llama disyuncion, pero el «y» es la conjuncion.

En fin, si nos vamos a poner estrictos, el nombre del curso deberia ser Geometria euclidiana
plana (y no euclidea).
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El orden en los pares es importante: (1,2) # (2,1). En el ejemplo anterior,
(1,4) e Ax B pero (4,1) ¢ AxB.

Hay una clara correspondencia entre los conceptos de ldgica y los de teoria
de conjuntos: « = » se relaciona con la inclusion, « & » con la igualdad entre
conjuntos, «y» con la interseccion, «o» con la unién, y «no» con la diferencia de
conjuntos.

Asi, las leyes de De Morgan para légica (propiedad 1.1) se transforman en
relaciones para conjuntos:

2.1. Propiedad (leyes de De Morgan para conjuntos). Si Ay B son subconjun-
tos del conjunto universal U, entonces

« U\(ANB)=(U\A)U(U\B).
« U\(AUB)=(U\A)N(U\B).

2.1. Ejercicios
Ejercicio 2.1. Demostrar que dados dos conjuntos A y B,
A=(A\B)U(ANB) y AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB),

y que los conjuntos que intervienen en los miembros derechos son disjuntos (en
cada caso).

3. Funciones

Si A'y B son conjuntos no vacios, una funcion o aplicacion de A en B, denotada
por f : A — B, es una regla que para cada a € A asigna un tnico b € B, indicado
por f(a)="b. A es el dominioy B es el codominio de la funcién.

La regla puede darse mediante una expresién mas o menos sencilla, como

f(x) = le

o0 algo mas complicado como el valor absoluto

X six >0,
|x| = .
-x six<0.

También podemos definir una funcién mediante una tabla si el dominio es
finito, como f :{1,2,3} — {4,5, 6} definida por

fx)
5
4
4

W N =R

f:A—>Bes:
* suryectiva o sobre si todo b € B es imagen por f de algtin punto de 4, i.e.

para todo b € B existe a € A tal que b = f(a).

% Es un problema de existencia.
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* inyectiva o uno a uno, si puntos distintos de A tienen imagenes distintas,
ie.,
a,d €A, aza = f(a)=f(a),

o el equivalente
a,a €A, f(a)=f(a) = a=ad.

& Es un problema de unicidad.
* biyectiva o biunivoca si es a la vez suryectiva e inyectiva.
%  Es un problema de existencia y unicidad.

La funcién no es sélo la «regla», si no que también incluye al dominio y
codominio. Por ejemplo, si

f:N->N y flx)=Ix|,
g:Z—{ze€Z:z>0} y g(x)=Ix| (8)
h:Z—-7 y h(x)=|x]|,

entonces f es biyectiva, g no es inyectiva pero es suryectiva, y & no es ni suryec-
tiva ni inyectiva.

% Muchas veces —cuando no lleva a confusién— no indicamos el dominio y el
codominio, como en el caso del valor absoluto, que podria considerarse como
deZenZ,0deQenQ,odeRenR.

Una funcién sencilla en la que dominio y codominio coinciden es la identidad
I4:A— A, definida como I 4(x) = x para x € A. Es claro que I 4 es biyectiva.
Sif:A—Byg:B— C, podemos definir su composicion go f : A — C por
go fla)=g(f(a)).
& La composicién de funciones no es «conmutativa» (en general). Por ejemplo si
f:R—>Ryg:R—Restan definidas por f(x) = x+ 1y g(x) = x?, entonces

gof(x)=(x+1)2=x>+2x+1,  fog(x)=x>+1.

Si f: A — B es biyectiva, podemos definir su inversa f ! : B— A por
Y (b)=a talque b=f(a).

En este caso se cumple que f~! es también biyectiva y
flof=la vy fof =l

3.1. Ejercicios
Ejercicio 3.1. Demostrar las afirmaciones que siguen a las ecuaciones (8).

Ejercicio 3.2. Demostrar que
a) x <|x|y x* = |x|?> para todo x € R.

b) Si x,y € R,* entonces |xy| = |x||y|. En particular, |x| = |-x|. Sugerencia:
considerar los (cuatro) casos x>0y p>0,x>0y y <0, etc.

4 Ponemos a,b € A en vez de la versiéon méas formal a€ Ay b € A.
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c¢) La desigualdad triangular para reales:
|x+y| <|x|+|y| para cualesquiera x,y € R.

d) Dados x,y € R, definimos la distancia entre ellos por dist(x,y) = |x —y|.
% Osea, dist(:)RxR — R.
i) dist(x,y) = dist(y, x) para cualesquiera x,y € R.

ii) dist(x,y) < dist(x,z) + dist(z,y) para cualesquiera x,y,z € R (otra
version de la desigualdad triangular).

Ejercicio 3.3. Supongamos que f: A — B, ¢g:B— Cyh=go f. Demostrar que
a) Si f y g son inyectivas, h también lo es.

b) Si f y g son suryectivas, h también lo es.

c¢) Si f y g son biyectivas, h también lo es.

Ejercicio 3.4. Demostrar que si f : A — B es biyectiva, entonces

a) f~! esta bien definida, i.e., para todo b € B existe un tnico a € A tal que
f71 (b)=a,
b) f~! es biyectiva.

Ejercicio 3.5. Demostrar que g: R — R dada por

(x) = X six >0,
§X = x+1 six<O0,

es suryectiva pero no inyectiva. Sugerencia: hacer una tabla o un grafico.

Ejercicio 3.6. Demostrar que h: R — R dada por h(x) = x/(1 +|x|) es inyectiva
pero no suryectiva. Sugerencia: hacer una tabla o un grafico.

4. Relaciones de equivalencia

Una relacion entre los conjuntos no vacios A y B es cualquier subconjunto
no vacio del producto cartesiano A x B. A se llama el dominio y B el codominio
de la relacidon, como en las funciones. De hecho, muchas veces las funciones se
presentan como relaciones.

El orden es un ejemplo de relacién entre nimeros reales. Como subconjunto
de R xR, considerariamos (a,b) en la relacion si a < b.

Aca nos interesan las relaciones de equivalencia en un conjunto A. Poniendo
a=bsiay bson equivalentes, para ser una relacion de equivalencia « =» debe
satisfacer las siguientes propiedades:

* Paratodo a € A, a = a (reflexividad).

* Sia,be Aya=D,entonces b = a (simetria).

* Sia,b,ce Asontalesquea=0byb=c, entonces a = c (transitividad).

La igualdad (en cualquier conjunto) es un ejemplo de relacion de equivalen-
cia.

Toda relacion de equivalencia esta asociada a una particion, i.e., una familia
de conjuntos disjuntos cuya unién da todo.
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Por ejemplo, si en N tomamos el conjunto A de los nimero pares y el conjunto

B de los impares, A y B forman una particion de N. La relaciéon subyacente aqui
es

x=y <& x-yesmdaltiplo (entero) de 2. 9)

4.1. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Demostrar que la relacién «=» definida en la ecuacion (9) es de
equivalencia.

5. Nociones de geometria

Suponemos conocidos conceptos tales como:

Punto: Se denota con letras mayusculas (cursivas), como A.

Recta: Se denota con letras mintsculas (cursivas), como a; si pasa por los puntos

Ay B, aveces laindicamos por AB.

% Las notaciones de teoria de conjuntos y de planimetria chocan entre si: en geo-
metria tiene sentido poner A € a (e.g., el punto A esta en la recta a), mientras
que en conjuntos mas bien pondriamos a € A (e.g., el elemento a pertenece al
conjunto A). Trataremos de mantener ambas tradiciones, confiando en que no
habra confusiones para el lector atento.

Semirrecta o rayo: Se denota con letras mintsculas cursivas, como las rectas.
Si tiene origen en A y pasa por B, a veces ponemos AB (primero el origen).
Observar que es la misma notaciéon que para la recta por Ay B, pero para
semirrectas el orden indicado es importante.

Segmento: En general lo indicamos por los extremos, e.g., AB (igual que en
rectas y semirrectas). Pero también mediante letras cursivas minusculas,
como a.

—_— —
% A veces se usan las notaciones AB para el segmento, AB para la semirrec-

ta, y AB para la recta. Aunque es mas formal que lo que hacemos, es una
sobreabundancia de notacidn, y dificulta la lectura y escritura. Nosotros no
haremos estas distinciones, tratando de dejar claro en cada caso a qué nos
referimos.

% ay BC pueden indicar tanto una recta, una semirrecta o un segmento.
Angulo: Si estd comprendido entre las semirrectas a y b de origen O, lo indica-
remos por Zab, 0 ZO sino surgen confusiones. También podemos poner ab
00.Si Aesun punto de a y B uno de b, también pondremos ZAOB (o 1@)
donde el segundo punto mencionado es el vértice (y por lo tanto el orden es

importante). También es usual denotar los angulos por letras griegas como
a.
Triangulo: Denotaremos con ABC al tridngulo de vértices A, By C.
A veces se usa la notaciéon AABC, pero normalmente omitiremos « A ».
Figuras como triangulos y poligonos en general también se indican con
letras mayusculas, como T o F.

Circunferencia: Normalmente se indican con letras mintsculas, como ¢ (a
diferencia de otras figuras, que se indican con mayusculas). Es posible ver
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indicado el radio por 7, R o p (la «r» griega).

También supondremos conocidos el uso de regla (graduada), para trazar
rectas y medir segmentos; compas, para circunferencias; y transportador, para
medir angulos. En el gabinete usaremos un software de geometria dindmica,’
pero en los examenes no usaremos la computadora, asi que es recomendable
practicar también con regla y compas.

5.1. Ejercicios
Ejercicio 5.1.

a) Dibujar dos puntos y denominarlos A y B.

) Trazar una recta por ellos y llamarla .

c¢) Dibujar una perpendicular a ¢ por A, y llamarla r.
)

Dibujar un tercer punto C, que no esté en las rectas trazadas (ni en £ ni
enr).

e) Trazar una perpendicular a € que pase por C.
f) Trazar la recta t que pasa por Ay C.
g) Trazar la paralela a t que pasa por B.

Ejercicio 5.2.

a) Trazar una recta y tres puntos en ella.

b) Denominar los puntos con A, By C, de modo que el punto B esté entre
Ay C.

c) Medir los segmentos AB, AC y BC y comparar la longitud de AC con la
suma de las longitudes de ABy BC.

Ejercicio 5.3.

a) Dibujar un punto O en el plano.
) Dibujar dos semirrectas con origen en O, llamarlas a y b.
c) Marcar el angulo a = Zab que forman a y b (el «mas chico») y medirlo.
) Construir una tercer semirrecta, ¢, también con origen O e «interior» al
angulo a.
e) Medir los angulos Zac y Zbcy comparar la suma de sus medidas con la
del 4ngulo a.

Ejercicio 5.4. Tomar un punto cualquiera y trazar a partir de él una semirrecta.

Construir en esta semirrecta un segmento de 5 cm (a partir del origen) y un
angulo de 45° («apoyado» sobre la semirrecta, hay dos posibilidades).

Ejercicio 5.5. Construir un triangulo ABC arbitrario, un punto A" (distinto
de A, By C), y luego un triangulo A’B’C’ congruente al ABC (i.e., los lados
correspondientes tienen igual longitud).

Ejercicio 5.6.

5 Nosotros usaremos Geogebra (http://www.geogebra.org) en el gabinete, pero hay muchos
otros softwares que también son gratis.
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a) Dibujar dos puntos Ay B en el plano.

b) Trazar la circunferencia ¢ con centro A que pasa por B.

c¢) Trazar la circunferencia con centro en B que contiene a A.
d) Las dos circunferencias se cortan en C y D: denominar estos puntos.

e) Trazar las circunferencias con centros en C y D que pasan por A. Estas
dos circunferencias cortan a ¢ en dos nuevos puntos. Llamarlos E (para
la circunferencia con centroen C) y F.

f) Trazar las circunferencias c; y ¢, con centros en E y F respectivamente,
y que pasan por A.

g) ¢, ¢1 Y ¢y se cortan en Ay otro punto: llamarlo G.

h) Trazar una circunferencia con centro G que pase por A. Tendria que
aparecer una «flor» de seis pétalos: reconocerla.

i) Unir con segmentos puntos consecutivos sobre la circunferencia: BC,
CE, EG, GF, FD, DB. Aparecera el «<hexagono regular».6 Verificar que
esto es asi midiendo los lados (todos tienen que tener longitud igual a
los radios de la circunferencia) y angulos ZBCE, ZCEG, etc. que deben
medir 120°.

7) Unir mediante segmentos puntos alternados sobre la circunferencia: BE,
EF y FB por una parte, y CG, GD y DC por otra parte, forman triangulos
equilateros. Verificar que esto es asi midiendo sus lados (deben tener
igual longitud) y angulos ZBEF, ZEFB, etc. (deben medir 60°).

Ejercicio 5.7.

a) Dibujar una circunferencia de centro O, un punto A en ella, y luego un
pentagono regular ABCDE inscripto en ella, usando que los dngulos
/AOB, ZBOC, etc., miden 72°(= 360°/5).

b) Idem para dibujar un heptagono regular ABCDEFG, donde los 4ngulos
ZAOB, £ZBOC, etc., miden ahora 360°/7 (aproximadamente 51°25’43"”
0 51,428571).

c) Verificar que los lados de los poligonos obtenidos tienen todos los lados
iguales (aproximadamente) midiéndolos.

Apéndice
Alfabeto griego

El cuadro 1 muestra el alfabeto griego: mayusculas, mintsculas y su escritura
(y pronunciacién) en castellano, segin el Diccionario de la Real Academia
Espanola. Entre paréntesis se indica una pronunciacion alternativa de uso
frecuente en nuestro pais. Algunas letras tienen variantes en su escritura, como

by .

6 Se puede escribir «<hexdgono» o «exdgono», pero es incorrecto poner «eptagono».
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A a alfa N % ni (nu)
B p  beta = & xi

r Y  gamma O 0 omicron
A o delta II mo pi

E e¢ épsilon P ppo 10

z C  dseda (zeta) ¥ o0,¢ sigma
H nn eta T T  tau

©® 0,9 zeta(theta) Y v ipsilon
I I iota D ¢, fi

K x  kappa X x ji

A 1 lambda v ¢ psi

M p  mi(mu) Q @  omega

Cuadro 1: Alfabeto griego
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