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transferibles

Los jugadores cooperan para obtener cierta ganancia.
Cdémo distribuirla de un modo justo entre todos ellos?

N=jugadores K= coaliciones admisibles.
En la teorfa cldsica, K = 2N,
Valor de Shapley tradicional definido sobre 2V
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Introduction

Valor de Shapley clasico

N conjunto de jugadores y v : K — R, funcién
caracteristica v()) = 0.

e Valor de Shapley: Cada jugador i recibe

() =S ET DI s~ gy s (i),

n!
s=1 i€S:|S|=s

n=|N|y S coaliciones que contienen a i.
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Introduction

Axiomas que lo caracterizan
Shapley 1953

El valor de Shapley satisface AN,AL,AE y AS y estos
cuatro axiomas caracterizan al valor de Shapley.
Jugador nulo: ¢ : ¥ — R” satisface AN sii dado v € ¥
eie N, v(S)=v(S\{i}),VS>i, tenemos ¢;(v) =0.
Linealidad: ¢ : ¥ — R" satisface AL sii
SAVHNV) =X p(v)+N o(V) VAN eRy Vv,V € 7.
Eficiencia: ¢ : 7 — R" satisface AE sii

o(v)-1=v(N) Vve7.

Simetria: ¢ : ¥ — R" satisface AS sii siendo 7 una
permutacién sobre N resulta

Gr(iy(v) = ¢i(v - )
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e Por qué trabajar con todo 2V? El conjunto es muy grande
y muchas de las coaliciones no son factibles.

Introduction

e Trabajos anteriores: en geometrias convexas,
antimatroides, familias regulares. En todos ellos, los
actores entran de a uno.

e Por qué pedir la entrada de los actores de a uno?

e Nuestro propdsito es definir una regla de reparto de la
ganancia (como el valor de Shapley) cuando KC # 2V y
mostrar que un conjunto de axiomas que caractericen ese
valor.
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Introduction

SAVHNV) = A p(v)+N o(V) VAN eRy Vv,V € 7.
e Eficiencia: ¢ : ¥ — R" satisface AE sii
o(v)-1=v(N) Vver.

e Propiedad igualitaria ¢ : 7 — R"” cumple Pl sii para
todo par i,j € N participantes de las mismas coaliciones,
entonces ¢;(v) = ¢;(v). (Mas débil que la simetria)
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Introduction

Desde la teoria de Grafos

e Digrafo G = (K, .A), donde (K,K') e A< K,K' e K,
KCK'y3K'"eK tal que KC K" C K.

e G es una red, donde la fuente es () y el sumidero N.

2 2345

o
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oi(v) = Y MK K)(v(K') = v(K)).
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Introduction

Probando con los axiomas

¢ ¥ — R" es un valor marginalista si existe \;(K, K')
(que depende de ¢) definido para cada i € N y cada
(K, K') € A;, tal que para todo v € ¥,

$i(v)= Y XK K)(v(K) = v(K)).
(K,K")EA;
¢ satisface AN y AL sii ¢ es marginalista.
La representacion de ¢ no es tnica!

Bajo qué condiciones tenemos unicidad?
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arco—regulares
y arbol—-
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Propiedad de simetria parcial

¢ es un valor marginalista sobre una familia drbol-regular,
sii la representacion {\;(K, K')} es dnica.
Ai(K, K') es un peso del arco (K, K’) desde el punto de
vista de i...

e Un valor marginalista ¢ satisface simetria parcial (PSP) si
HAi(K, K')}

Xi(K, K') = N(K, K, Y(K,K'), i.j € K"\ K
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e Tomando I'(K, K) = 32, ;ckn k Ai(K, K')...
e Si ¢ es marginalista y eficiente, [ define un flujo de valor 1
sobre G.
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entonces ¢ satisface AN, AL, AE y PSP.
e En familias regulares y para valores marginalistas,
monotonia fuerte (si v(K') > v(K), V(K, K') € A;
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Flujo y eficiencia

Reciprocamente,
e Si [ define un flujo de valor 1 sobre G y ¢ marginalista con
rK,K"
MK, K= ——1—~ i (K, K"),
entonces ¢ satisface AN, AL, AE y PSP.

e En familias regulares y para valores marginalistas,
monotonia fuerte (si v(K') > v(K), V(K, K') € A;
implica ¢; > 0) es equivalente a A\; > 0.

e Esto no es cierto en general. Podemos tener coeficientes
negativos.
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Alglin axioma para conseguir unicidad de '?

Un potencial P / P(0) =0y > x.g.x)ea P(K) =1
Unicidad de P(-)!

MNK,K') = P(K') — P(K),

[ estd univocamente determinada

La existencia de potencial es equivalente al Axioma de
Regularidad

> (k.kyew (K, K') una constante independiente de W.

[ puede ser negativa en algunos arcos.
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e Para cada cadena maximal en G
W: (Ko :®,K1,...,Kg(w) = N),

©W) ey e
vilv, W)= W (v(K) — v(Kj-1)).

j=1
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Wew

e Definicién inspirada por la interpretacion probabilistica del
valor de Shapley.
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Cadenas (K \K )
maximales 1
o A(K,KT) = XENED S (W) (W, (K, K'))
e Unicidad de solucién?
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Buscando propiedades

Definir un peso sobre toda cadena maximal:
e Todas las cadenas tienen el mismo peso:

(W) =1/[W].
e Cadena cuanto mds larga mas pesada, 7(W) = |W/| and
(W) =3(W)/ D AW,
w’ew
e Cadena cuanto mas corta mas pesada, y(W) = 1/|W/| and

VW) =3(W)/ Y W)
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N, Aguiera Definir un peso sobre toda cadena maximal:

S. Di Marco,

Todas las cadenas tienen el mismo peso:
V(W) =1/]W|.

Cadena cuanto mas larga mas pesada, 7(W) = |W/| and

(W) =5(W)/ Y AW).

W’'ew

M. Escalante

Cadena cuanto mds corta mas pesada, v(W) =1/|W| and

Buscande Y(W) =F(W)/ Y Fw).
Ww’'ew

Cadena con mayor informacién=mas pesada (Entropia)
H(W) = Y1 Pk log pi, where pj = |Kic \ Ki—1l/n,

V(W) =H(W)/ Y HW).

W’'ew
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Hart y Mas Collel 1989

e AL — Valor definido sobre funciones caracteristicas que
acttian como bases.

UR(K):{ 1 siRCcK

0 sino
(IC, UR) es un Juego de Unanimidad

(EU) ¢ es igualitario sobre juegos de unanimidad sii V R,

A 1/|R| siie R
unanimidad ¢I(UR) - { 0/’ ‘ si no
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Juegos de unanimidad

3! oY que cumple AL y EU. Ademas cumple AE y PI.
Nos preguntamos bajo qué condiciones ¢V es marginalista.

Encontramos que eso se da bajo ciertas condiciones sobre
la familia que son bastante restrictivas. (Por ejemplo si K
es regular, deberia ser todo 2V).

Hay casos en los que aunque ¢V sea marginalista, no
corresponde a ninguna de las representaciones que
pensamos antes.
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e 2/3y 1/3 son pesos de las cadenas maximales que no

corresponden a ninguno de los ejemplos propuestos.
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e El valor de unanimidad es marginalista. Combinacién
convexa de valores sobre cada cadena maximal con
(2/3,1/3).

e 2/3y 1/3 son pesos de las cadenas maximales que no
corresponden a ninguno de los ejemplos propuestos.

semele e El flujo por la cadena W1 es 4/3, por W2 es 2/3. No se
cumple axioma de regularidad.
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Conclusiones

Conclusiones

Hay diferentes modos de definir un valor de tipo Shapley
en familias generales de coaliciones.

Presentamos dos estructuras que son equivalentes cuando
IC = 2N Muy diferentes K # 2N

Eligiendo los axiomas AN, AL, AE obtenemos un valor
marginalista, mucha teoria matemdtica detras pero falta
unicidad.

Agregando axiomas se obtiene unicidad pero falta sentido
a los pesos de los arcos. (algunos negativos)

La estructura de los juegos de unanimidad ofrece pocas
interpretaciones y no guarda relacién con la visién
marginalista. Cudl ofrece el reparto mds justo ?
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