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Problema de Stokes

Sea Q C R? un dominio con borde poligonal.

El problema de Stokes que modela los movimientos de un fluido
incompresible que ocupa la cavidad 2 estd dado por:

Hallar u la velocidad del fluido y p la presidn tales que

—pAu+Vp=fFf, enQ
V-u=0, enQ (1)
u=0, enl =00

donde f € (L%(Q2))? es la fuerza y 1 > 0 es la viscocidad.
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Forma débil:

En vista de que tenemos dos variables a aproximar el problema de
Stokes se formula naturalmente como el siguiente Problema Mixto

Sea V = (H3(2))’y Q= L5(Q) = {g € L*(Q) : [oq=0}
Hallaru € Vy p € Q tal que:

a(u,v)—l—b(v,p):/f-v, Yw eV
Q
b(u,q) =0, VgeQ

donde
a(u,v) = /Vu Vv uveV

b(v,q) = /Vvq veV,ge @
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Como a(, ) es coercitiva en V (i.e., a(v,v) > C||v|?) y b(-,")
satisface la condicién inf-sup, i.e, 3 3 > 0 tal que Vg € Q

b(v, q)
sup
ozvev |Iv1

> Bllallo (3)

Haciendo uso de la teoria general para métodos mixtos

@ D. Boffi, F. Brezzi, L. Demkowicz, R. G. Duran, R. Falk and
M. Fortin, Mixed Finite Elements, Compatibility Conditions, and
Applications, Lectures Notes in Mathematics Vol. 1939, 2008.

’ El problema débil tiene anica solucién
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Aproximaciones de Galerkin

Sean V,, C V 'y Qp C Q de dimensidn finita.
El problema discreto es: Hallar (up, pp) € Vi x Qp tal que:

a(up,v) + b(v, pp) = / f.v, Vv e Vj
Q

(4)
b(Uh, q) = 07 Vq € Qh
Si los espacios V;, y Qp son eIegidosN de forma tal que se
satisfaga la condicion inf-sup, i.e, 33 > 0,
b(v, ~
V-9 > Blglo vae (5)

ozvev, vl

El problema discreto tiene tinica solucién y se tienen las
siguientes estimaciones de error:

u—u — < C{inf |[lu—=v inf —
Ju=unl+[1p = plo < C{jnf lu=vls+ inf [lp~lo}



Métodos mixtos de tipo cross-grid Py Qy

Elementos finitos de tipo cross-grid P, @,

Sea Cj, una particién de 2 en cuadrilateros convexos regulares K

Dividimos cada cuadrildtero K en 4 tridngulos mediante sus
diagonales y llamamos 7, a la resultante malla de tridngulos T.

La presidn es interpolada en cada cuadrildtero mediante polinomios
de grado / (con / > 1 para obtener presiones continuas) mientras
que la velocidad es interpolada usando polinomios de grado k con
k>
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Los correspondientes espacios de dimensidn finita son:

Q={9€Q:q,=8oF" &,cQ, VKeCh
Vi={veV:v, (P> VTeT

donde

‘Pr = espacio de polinomios de grado menor o igual que k.

@ = espacio de polinomios de la forma q(x, y) = >_; a;p;(x)q;(y)
con p; y q; polinomios de grado menor o igual que /.

Fi = la aplicacién bilineal que manda el cuadrado de referencia

K =10,1] x [0,1] en K.
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O Pressure Nodes

* Velocity Nodes

P11
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El inestable elemento P;

Si bien este es el elemento mas simple que uno pueda considerar
NO satisface la condicidon inf-sup.

Lema

Let Q = (0,A) x (0, B) y sea Cp, una malla uniforme de N x M
rectangulos. Existe una "chekerboard function”, §n € Qp tal que

(Vf]h,vh) =0 Vvh € Vh
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Idea de la Demostracion:

La demostracién es constructiva.

Sea Kjj = [(i — 1)h,ih] x [(j — 1)k, jk] con h=A/Ny k=B/M
los rectangulos de Cp y llamemos n; j = (ih, jk), 0 < i < N,

0 <j < M a sus nodos .

Definimos g, € Q5 como:

an(n) a Si i+ es par
nij) =
TG = p Si i+ es impar
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Sea 7;, la malla de tridngulos obtenida dividiendo cada rectangulo
en 4 tridngulos mediante sus diagonales.

Sea nit12j41/2 = ((i +1/2)h, (j + 1/2)k) el nodo interno en cada
rectangulo.

Llamamos (3; j la base de Lagrange de V}, y p;; a la base de
Lagrange de Q.

Caso /i + par:

Como %qh (x, y)|K es una funcién impar con respecto a

y=0-1/2)k
Y Bi—1/2j—1/2(x, ) es una funcién par con respecto a
y = (j —1/2)k tenemos que:

0§ 0qn
qhﬂl 1/2,-1/2 = ox LN 1/2,j-1/2 =0
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Por otro lado, es fa'cil ver que

fQ Ox 6’7] f T BI,J
n,gT

Analogamente se ve que:

3q
hﬁ/ 1/2,j—-1/2 = 0

y que

loLe
Clh ﬂu

La demostracién concluye observando que el caso 7 + j impar es
analogo y por lo tanto (Vgp,vp) =0, Vv, € V4. O

El elemento P; @y es inestable!!! )
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Analisis de Estabilidad

Una alternativa para analizar la estabilidad de los métodos mixtos,
i.e, ver que se satisface la condicion inf-sup discreta, es construir el
llamado “Operador de Fortin”.

Teorema

La condicion in-fup discreta vale si y solo si existe un operador
Mp: V — V, tal que

b(v—Tpv,q) = 0 YweV,Vge Qy (6)
[Mavl] < Clv|l, YveV (7)

<

Idea de la Demostracion

/BHqH S sup M = sup M S CSUp b(nVaQ)

vev V]| vev vl vev |INv]|

Veamos otra alternativa para chequear la inf-sup...
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Técnica de los Macroelementos

La idea central de esta técnica es reducir el problema de chequear
la cond. inf-sup a una estimacién local que involucre solo algunos
elementos de la malla.

Bl Stenberg, Analysis of Mixed Finite Element Methods for the
Stokes problem: A unified approach, Mathematics of Computation,
42 (165), 1984, pp. 9-23.

@ R. Stenberg, A technique for analysing Finite Element Methods for
viscous ncompressible fluid,/nternational Journal for Numerical
Methods in Fluids, 11, 1990, pp. 935-948.

@ R Stenberg, Error analysis of some Finite Element Methods for the
Stokes problem, Mathematics of Computation, 54 (190), 1990, pp.
495-508.
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Asumimos que tenemos una malla de rectangulos y sea M el
macroelemento que consiste de un solo rectangulo K.

Definimos:
Qu={qe’(M):q, =do0F,, a, € Q}
Vin = {v € (H3(M))* : v, € (Px)?, VYT C M}

y las siguientes normas:

\alm = hmlIVallo,m

lall = > MlValgx = > lalh

KeCy, MeC,,

donde F)p; es la transformacién afin que manda el cuadrado de
referencia K = [0,1] x [0,1] en M = K.



Métodos mixtos de tipo cross-grid Py Qy
[ele] Yolo)

El siguiente Lema nos da una herramienta clave para chequear si la
condicion inf-sup discreta se satisface.

Lema
Si existe una constante C tal que para cualquier M € Cy,

sup V-v,q)m > Clglm Vg€ Qu (inf-sup local) (8)

0#AvE V)Y |V|1,M

Luego, la condicion inf-sup discreta se satisface!.
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Sea
Ny ={q€ Qu| (Vq.v)u=0, Ye Vu}

y M =[0,1] x [0,1], las siguientes condiciones se satisfacen:

A

1. Fy(M) =M.

2. Sean 'AI', , 1 < i< 4los 4 tridngulos de M obtenidos partiendo
M por sus diagonales, luego T; = Fp(T;) son los 4 triangulos
de M que resultan de partir a M usando sus diagonales.

_ -1 - _ .

3. FM\@- = FTJ.oF?j ,Jj=1,---,4 donde Fr, y FTJ son las
aplicaciones que mandan el tridngulo de referencia Tg, i.e. el
triangulo de vertices (0,0),(1,0) and (0,1), en T; y T;
respectivamente.



Métodos mixtos de tipo cross-grid Py Qy
ooooe

El Lema clave de la técnica

Lema

Si el espacio Ny, es uno-dimensional, i.e., consiste solo de
funciones constantes en M, la condicion inf-sup local

(v -V, q)M
1,M

sup > Clglm Vg€ Qum

0#£vE V)Y v

se tiene.

y por ende
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El Lema clave de la técnica

Lema

Si el espacio Ny, es uno-dimensional, i.e., consiste solo de
funciones constantes en M, la condicion inf-sup local

V- v, q)m
sup VM o Vg e Qu
0fvevy  IVI1m
se tiene.
y por ende
Teorema

Si el espacio Ny, es uno-dimensional, el problema discreto tiene
una dnica solucién (up, p) y

lu—uplls + [lp = pallo < C{ inf flu—v][s + inf ||p—qllo}
vev,

inf
qeQy
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El estable elemento P, @

Lema

Sea M el macroelemento consistente de un solo rectangulo

K € Cp,. El espacio Ny para el elemento cross-grid P> Q1 es uno
dimensional.

Demostracion: Sea g € Ny, i.e., g € Qu tal que (Vg,v)y =0
Vv € V). Queremos probar que g es constante.
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Llamamos 3;, 1 < < 13, a las correspondientes P>-Lagrange
bases del nodo j.

Sean p;, 1 <i <4 tal que pj € Qu y pi(nj) = ;. Luego, g € Qum
puede escrbirse como

qa(x,y) = a(m)pi(x,y)

i=1

Luego (Vg,v)m = 0 si y solo si

q(ni)(Vpi(x,y),v)m=0  Yve Vy
i=1
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Podemos hacer las cuentas en el rectangulo de referencia
[0,1] < [0, 1].

Sea A € R**10 definida por:

opi

A= | 23y, 1<i<41<j<5
J MaXIBg_Hl <i< <j<

a .
Aisvi= |[. jﬁQ-ﬁ-j—l 1<i<41<,<5
i Oy

El calculo con Maple da la siguiente matriz A

0 -7/60 —7/60 —1/20 —1/20 0 —7/60 —1/20 —1/20 —7/60

7/60 7/60 1/20 1/20 0 -1/20 -7/60 —7/60 —1/20
1/20  1/20 7/60 7/60 0 1/20 7/60 7/60  1/20
~1/20 -1/20 -7/60 -7/60 O 7/60 1/20  1/20  7/60

o O O

cuyo rango es 3.
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Elegimos u = (310, 0) y tenemos que (Vg,u)p = 0 si y solo si

7 7 1 1
— am) + gam) + asalns) ~ 2sq(n) =0 (9)
Eligiendo v = (0, 510) tenemos que (Vg,v)y = 0 si y solo si
7 1 1 7
_ i — — = 1
g09(m) — 559(m2) + 55q(ns) + =5q(na) =0 (10)
Finalmente, tomando w = (0, 312) tenemos que (Vg,w)y =0siy
solo si
1 7 7 1
— pa(m) — oqm) + a(n) + ssa(m) =0 (1)

Combinando (9), (10) y (11) tenemos que
q(n) = qg(n2) = q(n3) = q(na) y en consecuencia g es constante.
0.
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Ejemplo 1: " Cavity Flow".

Resolvimos en primer lugar el clasico problema del flujo en una
cavidad. El dominio es el cuadrado Q = (0,1) x (0,1), con
condiciones de contornou=0en x=0,y =0,x=1y
u(x,1) = (1,0), y tomamos f =0y v = 0,1.

Usamos mallas para la presidén de 20 x 20 elementos para el Py @
y 10 x 10 para el P,Q; (notar que con estas mallas se tienen los
mismos nodos para la velocidad en ambos casos).
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Caso: P1 @

Presién - Chekerboard Spurious mode

Nogal-Pressure
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-1.02%e+05
123480405

-1.4406e+05
-1 64530405
-1.8521e+05
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iSplay Vectors of NodarVelocty, [Noda Velocty[ Factor 0.1

Velocidad
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Caso: P, (@

253
0

0.2

0.8

Presién
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Velocidad
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Ejemplo 2: Dominio Trapezoidal.

A pesar de que el anélisis de nuestros elementos lo hemos hecho
para mallas rectangulares, el siguiente ejemplo muestra su
aplicacién con mallas de cuadrilateros mas generales.

Se trata del flujo de Poiseuille en un dominio trapezoidal de
vértices (0, 1), (5,—1), (2,1) y (3,1), en el cual se impone un
perfil parabdlico para la velocidad en la entrada (frontera
izquierda), velocidad nula en los lados superior e inferior y una
condicién de frontera abierta, i.e. derivada normal 0, en la salida
(lado derecho) con f =0y v =0,1.

La solucién analitica es u(x,y) = (1 — y2,0) y
p(x,y) =0,6 —0,2x.
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o e
P72 LI AN NN
Pl LN AN SN
R L L LN AN

Presién - P1 @1

Notamos que en este caso también hay modos esplireos para la

presionl!.
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Velocidad
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026666

0.156%
0044439

0086673
017770
v

oo FIl o Nodal Pressire.

Presién - Po@;
Este elemento resulta estable!.
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