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Enteros Algebraicos

» Un nimero complejo « se dice que es un entero
algebraico si « es raiz de un polinomio ménico en

Z|x].
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Enteros Algebraicos

» Un nimero complejo « se dice que es un entero
algebraico si « es raiz de un polinomio ménico en

Z|x].

» Ejemplos:
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Enteros Algebraicos

» Un nimero complejo « se dice que es un entero
algebraico si « es raiz de un polinomio ménico en
Z|x].

» Ejemplos:

» Todo entero racional (es decir, todo elemento de
Z) es entero algebraico.
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Enteros Algebraicos

» Un nimero complejo « se dice que es un entero
algebraico si « es raiz de un polinomio ménico en
Z|x].

» Ejemplos:

» Todo entero racional (es decir, todo elemento de
Z) es entero algebraico.

> V2, V=3, i, 1+T‘/§ son enteros algebraicos.
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Enteros Algebraicos

» Un nimero complejo « se dice que es un entero
algebraico si « es raiz de un polinomio ménico en

Z|x].

» Ejemplos:

» Todo entero racional (es decir, todo elemento de
Z) es entero algebraico.

> V2, V=3, i, 1+T‘/§ son enteros algebraicos.

» Sin embargo, ningin racional ‘‘puro’’ (es decir,
ningin elemento de Q\Z) es entero algebraico.
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Enteros Algebraicos

» Notacién: Z denota al conjunto de todos los
enteros algebraicos.
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Enteros Algebraicos

» Notacién: Z denota al conjunto de todos los
enteros algebraicos.

» Sea a €Z. El polinomio ménico en Z[x] de menor
grado posible del cual o es raiz se denomina
polinomio minimo de «.
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Enteros Algebraicos

» Notacién: Z denota al conjunto de todos los
enteros algebraicos.

» Sea a €Z. El polinomio ménico en Z[x] de menor
grado posible del cual o es raiz se denomina
polinomio minimo de «.

» E1 grado de a €7 es el grado del polinomio
minimo de «.
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Enteros Algebraicos

» Notacién: Z denota al conjunto de todos los
enteros algebraicos.

» Sea a €Z. El polinomio ménico en Z[x] de menor
grado posible del cual o es raiz se denomina
polinomio minimo de «.

» E1 grado de a €7 es el grado del polinomio
minimo de «.
» Ejemplo: oz::l%¥3

grado 2 pues

es un entero algebraico de

f(x)=x>—x—1,

es el polinomio minimo de «.
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Enteros Algebraicos

» A las raices del polinomio minimo de o € Z se las
denomina conjugados de «.
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Enteros Algebraicos

» A las raices del polinomio minimo de o € Z se las
denomina conjugados de «.

» Aquellos enteros algebraicos « tales que a~!l sea

entero algebraico se denominan unidades.
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Enteros Algebraicos

» A las raices del polinomio minimo de o € Z se las
denomina conjugados de «.

» Aquellos enteros algebraicos « tales que a~!l sea

entero algebraico se denominan unidades.

» Las unidades son enteros algebraicos cuyos
polinomios minimos tienen coeficiente constante
igual a +1.
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Enteros Algebraicos

» A las raices del polinomio minimo de o € Z se las
denomina conjugados de «.

» Aquellos enteros algebraicos « tales que a~!l sea

entero algebraico se denominan unidades.

» Las unidades son enteros algebraicos cuyos
polinomios minimos tienen coeficiente constante
igual a +1.

; . — 16

» Ejemplo: a= 5%~
polinomio minimo es

es una unidad pues su

f(x)=x>—x—1.
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Un nimero complejo a se dice que es una raiz de la

unidad si « es raiz de un polinomio de la forma
n
x"—1.
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Un nimero complejo a se dice que es una raiz de la
unidad si « es raiz de un polinomio de la forma
x"—1.

» (Conjetura de Schinzel-Zassenhaus) Existe una
constante positiva c¢ tal que para cada n€ N y
cada 0 # « €7 de grado n que no sea raiz de la
unidad, se satisface la siguiente desigualdad

c
max |aj| > 1+ —,
1<j<n n

donde o1 = o, 2,...,, son los conjugados de «.
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Un nimero complejo a se dice que es una raiz de la
unidad si « es raiz de un polinomio de la forma
x"—1.

» (Conjetura de Schinzel-Zassenhaus) Existe una
constante positiva c¢ tal que para cada n€ N y
cada 0 # « €7 de grado n que no sea raiz de la
unidad, se satisface la siguiente desigualdad

c
max\ajlzl—i—;,

1<j<n
donde o1 = o, 2,...,, son los conjugados de «.
> Se conjetura que la constante Sptima es ¢ = % log 3
donde (3 =1.3247... es la tdnica raiz real del
3

polinomio x> —x — 1.
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.

Escribimos M = max |oj|.
1<j<n
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.

Escribimos M = max |oj|.
1<j<n

Recordemos que er',:l aj = (—1)"f(0).
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.

Escribimos M = max |oj|.
1<j<n

Recordemos que [[_;aj = (-1)"

£(0).
Entonces M" > [, o] = [f(0)| > 2,
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.

Escribimos M = max |oj|.

1<j<n
Recordemos que [[7_; aj = (—1)"f(0).
Entonces M" > [, o] = [f(0)| > 2,

con lo cual
1
M > 21/n
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La Conjetura de Schinzel-Zassenhaus

» Si a €Z no es una unidad, la conjetura de
Schinzel-Zassenhauss es cierta con ¢ = log2:

Sea f(x) € Z[x] el polinomio minimo de « de grado n
tal que |f(0)]>2 y sean a1 = a,qp,...,a, los
conjugados de «.

Escribimos M = max |oj|.

1<j<n
Recordemos que [[7_; aj = (—1)"f(0).
Entonces M" > [, o] = [f(0)| > 2,

con lo cual
1
M > 21/n

y entonces max |aj| > 1+ 1282,
1<j<n n
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

» Dado f(x) € Z[x] ménico, de grado n y con raices
o] =Q,0,...,0,, para cada k € Ny se define

Sk(f): = Zajlf.
j=1
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

» Dado f(x) € Z[x] ménico, de grado n y con raices
.,ap, para cada k € Ny se define

Sk(f): = Zajlf.
j=1

> (Chowla, 1966) Sea f(x) = p_oamx™ € Z[x] ménico,

reciproco y de grado ny sea H:=n+>, _lam|.
Existe una constante positiva ¢ tal que si

a] = a,a, ..

|Sk(f)] < n, para todo k € [1,HC”2],

entonces todas las raices de f(x) estan en S!.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

» (Teorema) Sea f(x) € Z[x] ménico y de grado n tal
que f(0) #0. Sea

log 2—\/%

T
|og(1+g§2”)

Entonces f(x) tiene todas sus raices en S! si y
s6lo si la desigualdad

Sk (A < [55(F)],

se cumple para todo 1< j < (8k)".
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sea )
n
log 5
| .
log (1 + g§2n)

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o(n) =1+
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sea )
2n
Iog\/5
T
log (1 + g§2n)
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existe un entero m € [1,(8k)"] tal que

|Skm(F)| > [Sm(F)]

o(n) =1+

si k> ¢(n).
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sea

log 22
Pk -
log (1 + & )
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existe un entero m € [1,(8k)"] tal que

|Skm(F)| > [Sm(F)]

si k> ¢(n).
b) Existe un nimero primo p>2ny g€ N tal que

Spq(f) 7 Sq(f)-
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sea )
log <%
Pk -
log (1—1— 6§2)
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existe un entero m € [1,(8k)"] tal que

|Skm(F)| > [Sm(F)]

si k> ¢(n).
b) Existe un nimero primo p>2ny g€ N tal que

Spq(f) 7 Sq(f)-

c) El polinomio f(x) tiene una raiz fuera del disco
unitario.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

» Resultado clasico: si p es un nimero primo
entonces

Spq(f) = Sq(f) mod p,

para todo g € Np.

R. Toledano FIQ-UNL-IMAL POLINOMIOS CON TODAS SUS RAfCES EN St



i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

» Resultado clasico: si p es un nimero primo
entonces
Spq(f) = Sq(f) mod p,
para todo g € Np.

» (Dobrowolski, 1978) Sean o3 = a,,...,a, los
conjugados de 0 #«a €Z de grado n. Si « no es
una raiz de la unidad entonces

log n

1>1 .
g.agxnlaj\_ + 2
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

a) = b): trivial.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

a) = b): trivial.
b) = c): Sean p>2n un nimero primo y g € Ny tales
que Spq(f) # Sq(f). Entonces

Spq(F) = Sqo(f) + tp,

para algun t € Z\{0}.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

a) = b): trivial.
b) = c): Sean p>2n un nimero primo y g € Ny tales
que Spq(f) # Sq(f). Entonces

Spq(F) = Sqo(f) + tp,

para algun t € Z\{0}.
Sean aj,...,a, las raices de f(x) y sea

M = max |oj].
1<j<n

Entonces |Sk(f)| < nM* para todo k € Np.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

entonces

MPn > ‘Spq(f)‘
— Jtp+ Sq(F)] = [tp] — So(F)]
>p—nM?9>2n—nMI > n(2 - M79).
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

entonces

MPn > ‘Spq(f)‘
— Jtp+ Sq(F)] = [tp] — So(F)]
>p—nM?9>2n—nMI > n(2 - M79).

Esto demuestra que M #1. Como
n

1< [FO) =] ] leyl,
j=1

no puede ser que M < 1.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

entonces

MPn > ‘Spq(f)‘
— Jtp+ Sq(F)] = [tp] — So(F)]
>p—nM?9>2n—nMI > n(2 - M79).

Esto demuestra que M #1. Como

n

1< [F(0) =[] leyl,

Jj=1

no puede ser que M < 1.
Luego M >1 y, por lo tanto, f(x) tiene una raiz
fuera del disco unitario.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

c) = a). Resultado clasico de aproximacidn
diofantica (Kronecker): Sean ai,...,q, nimeros reales
arbitrarios y N € N. Entonces existen enteros
mi,...,mp y meN tales que 1< m<N" y
my 1
o= | <

para k=1,...,n.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sean 0 €[0,1] y a,b € Z tales que |af — b| < 1/8.
Entonces

—% < 2m(ah — b) <

B
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sean 0 €[0,1] y a,b € Z tales que |af — b| < 1/8.
Entonces -
—7 < 2m(ah — b) <

B

Por lo tanto

o5

cos(2m(af — b)) >

R. Toledano FIQ-UNL-IMAL POLINOMIOS CON TODAS SUS RAfCES EN S1



i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Sean 0 €[0,1] y a,b € Z tales que |af — b| < 1/8.
Entonces

—Z < 27((39 b)

-Mﬂ

Por lo tanto
cos(2m(af — b)) >

o5

Sean «i,...,a, las raices f(x) y escribamos
L, A270;
aj=rje.  Sea
M := max |aj| = max r; .
1<j<n 1<<
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Luego M >1 (por hipétesis), y usando la estimacién
de Dobrowolski, se tiene que:
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Luego M >1 (por hipétesis), y usando la estimacién
de Dobrowolski, se tiene que:

|Og 2n |Og 2n

V2 V2
=14+ —Y _>1+4 .

o(n) - log M

Iog(l%—%%?)
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Luego M >1 (por hipétesis), y usando la estimacién
de Dobrowolski, se tiene que:

| g 2n |Og 2n
V2 V2
o(n) + >1+ log M

log (1 + Ig%)

Sea k> ¢(n). Usando el teorema de Kronecker con
N = 8k tenemos que existen enteros my,...,m, y meN
tales que 1< m<N"y
m;j 1
o - 2| < —
‘ T m mN’

para 1 <j < n.
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por lo tanto |kmf; — kmj| <1/8 y asi
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por lo tanto |kmf; — kmj| <1/8 y asi

cos(2kmm0;) = cos(2m(kmb; — kmj) + 2kmj)

= cos(2m(kmb; — kmj)) > \f .

Entonces
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por lo tanto |kmf; — kmj| <1/8 y asi

cos(2kmm0;) = cos(2m(kmb; — kmj) + 2kmj)

= cos(2m(kmb; — kmj)) > \f .

Entonces
|5km — erm 2km7r01‘
7
=) _ rf™(cos(2kmm6;) + i sen(2kmr)))]
j=1
n n
V2 V2
km . Ve km NV & pgkm
> | r; cos(2kmmf;)| > > erj > > M
: J:
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por otra parte, como

log % 2n
k>1+ log M entonces log M1 > log \ﬁ
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por otra parte, como

log % 2n
k>1+ log M entonces log M1 > log \ﬁ

Como m >1 tenemos que

2n 2n
log Mk=Dm > log ( > log — .
- V2 ) T T2
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por otra parte, como

log % 2n
k>1+ log M entonces log M1 > log \ﬁ

Como m >1 tenemos que

2n 2n
log Mk=Dm > log ( > log — .
- V2 ) T T2

Por lo tanto
Q Mk=Dm -
2 — b
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i Cudndo todos los conjugados de o estan en S17?

Por otra parte, como
log 22 2n
k>1+ V2 entonces log MK™1 > log ——

log M V2

Como m >1 tenemos que

2n 2n
log MK=Dm > mio () > log —= .
g = g 2) = g~v§

Por lo tanto

V2 em s,

2
y entonces

V2

[Stan(F)] > 5= MEDTM™ > oM™ > |S,(F)].
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MUCHAS GRACIAS POR LA ATENCION!!!
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