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© ''The p-variation as an operator between maximal operators and singular
integrals"', R.C - T. Menarguez - R. Macias - J. L. Torrea - B.Viviani. Journal of
Evolution Equation 9 (2009),81-102.

® ''Boundedness with weight of the oscillations and variation for the singular
integral operador in the real line'', R.C- F. Martin Reyes - A. de la Torre - J.
L. Torrea. Aceptado en Acta Mathematica Sinica.

©® '"'The p-variation of the heat semigroup in the Hermite setting. Behaviour
in L°°", J. Betancor- R. C. - J. L. Torrea. Enviado a publicar.

® " Oscillation and variation for the Laguerre heat and Poisson semigroup
and Riesz transforms", J. Betancor- R. C. - J. L. Torrea. Enviado a publicar.
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Notacién

Sea T = {T;}icr una familia de operadores.
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Notacién

Sea T = {T;}icr una familia de operadores.

o 1/2
S f(x) = Z T f(x) =T, f ))? Funcién cuadrado

i=1
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Notacién

Sea T = {T;}icr una familia de operadores.

Definicion

© El operador p-variacién se define como

oS} 1/p
Vo(T)f (x) = sup (Z |Ty f(x) = Ty, f(X)I”> =T f@llv,, »>2,
fi i=1
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Notacién
Sea 7 = {T,}:cr una familia de operadores.
Definicién
® El operador p-variacién se define como
o] 1/p
Vo(T)f (x) = 0 DT @) =T @I ) =T f Oy, p>2
1

i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones #; que decrecen a cero.
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Notacién

Sea 7 = {T,}:cr una familia de operadores.

Definicion

® El operador p-variacién se define como

1/p
Vo(T)f (x) = Sup<ZITt, Tz,-+1f(x)|”) =T f®llv,, »>2,

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones #; que decrecen a cero
® El operador oscilacién se define como

oo 1/2
O(T)f(x) = (Z sup [Ty, f(x) — T«S,»f(X)|2> =T, fx)l[o-
i1 L1 <8i<i;
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Notacién

Sea 7 = {T,}:cr una familia de operadores.

Definicion

® El operador p-variacién se define como

1/p
Vo(T)f (x) = Sup<ZITt, Tz,-+1f(x)|”) =T f®llv,, »>2,

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones #; que decrecen a cero
® El operador oscilacién se define como

oo 1/2
O(T)f(x) = (Z sup [Ty, f(x) — T«S,»f(X)|2> =T, fx)l[o-
i1 L1 <8i<i;

para #; una sucesion fija decreciendo a cero.
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Generalidades

©® Son seminormas sobre la familia 7.
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Generalidades

©® Son seminormas sobre la familia 7.

® El operador V, estd bien definido.
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Generalidades

©® Son seminormas sobre la familia 7.
® El operador V, estd bien definido.

© [T f()llv, <IITif®)lv,; p>2
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Generalidades

©® Son seminormas sobre la familia 7.
® El operador V, estd bien definido.
® ([T f()llv, < ITef()lv,, p>2

o |IT:/®llo < [IT: f(X)lv,
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Generalidades

© Son seminormas sobre la familia 7;.
® El operador V, estd bien definido.
© [T f()llv, <IITif®)lv,; p>2
o |IT:/®llo < [IT: f(X)lv,

® Es posible definir operadores T, que converjan para toda f € L’ y sin embargo
los operadores oscilacién y variacién ser infinitos.
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Generalidades

© Son seminormas sobre la familia 7;.
® El operador V, estd bien definido.
© [T f()llv, <IITif®)lv,; p>2
o [[T.f()llo < ITi f()]Iv,

® Es posible definir operadores T, que converjan para toda f € L’ y sin embargo
los operadores oscilacién y variacién ser infinitos.

0 Finitud de la p—variacién en un x implica resultados de convergencia en ese
punto.
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Generalidades

© Son seminormas sobre la familia 7;.
® El operador V, estd bien definido.
© [T f()llv, <IITif®)lv,; p>2
o [[T.f()llo < ITi f()]Iv,

® Es posible definir operadores T, que converjan para toda f € L’ y sin embargo
los operadores oscilacién y variacién ser infinitos.

0 Finitud de la p—variacién en un x implica resultados de convergencia en ese
punto.

@ Estos operadores aportar otra informacion sobre la convergencia de los
operadores, como velocidad de convergencia y un andlisis de la amplitud de los
saltos.
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Generalidades
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© Son seminormas sobre la familia 7;.
® El operador V, estd bien definido.
© [T f()llv, <IITif®)lv,; p>2
o [[T.f()llo < ITi f()]Iv,

® Es posible definir operadores T, que converjan para toda f € L’ y sin embargo
los operadores oscilacion y variacion ser infinitos.

0 Finitud de la p—variacién en un x implica resultados de convergencia en ese
punto.

@ Estos operadores aportar otra informacion sobre la convergencia de los
operadores, como velocidad de convergencia y un andlisis de la amplitud de los

saltos.

© Consideraremos, para la p-variacién, sélo p > 2.
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Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergddicos (sucesiones lacunary).

.S S
Cresci i: Oscilacién y variacio

igrupos




Trabajos

Hermite Laguerre
[e] o [e]
[e] o [e]
[e]e]e} 00000
[e]e]e} [e]e]e}
0000
Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergddicos (sucesiones lacunary).

@ Bourgain (1988) considera maximales ergddicas mas generales (sucesiones lacunary).
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Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergédicos (sucesiones lacunary).

@ Bourgain (1988) considera maximales ergddicas mas generales (sucesiones lacunary).

© White (1991) usando método de Bourgain mejora resultados en L2,
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Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergédicos (sucesiones lacunary).

® Bourgain (1988) considera maximales ergddicas mds generales (sucesiones lacunary).
© White (1991) usando método de Bourgain mejora resultados en L2,

@ Bourgain (1989) primero en considerar el operador p-variacion en el contexto de
martingalas (en L?). Derivando resultados para el operador de Poisson P,f(x) y para el
operador f * x; con x = X[o,1]-
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Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergédicos (sucesiones lacunary).

® Bourgain (1988) considera maximales ergddicas mds generales (sucesiones lacunary).
© White (1991) usando método de Bourgain mejora resultados en L2,

@ Bourgain (1989) primero en considerar el operador p-variacion en el contexto de
martingalas (en L?). Derivando resultados para el operador de Poisson P,f(x) y para el
operador f * x; con x = X[o,1]-

© Burkholder (1973) obtienen resultados para la funcién cuadrado asociada a martingalas.
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Antecedentes

© Gaposhkin (1981) primero en considerar acotaciones (en L?) del operador oscilacién para
usuales promedios ergédicos (sucesiones lacunary).

® Bourgain (1988) considera maximales ergddicas mds generales (sucesiones lacunary).
© White (1991) usando método de Bourgain mejora resultados en L2,

@ Bourgain (1989) primero en considerar el operador p-variacion en el contexto de
martingalas (en L?). Derivando resultados para el operador de Poisson P,f(x) y para el
operador f * x; con x = X[o,1]-

© Burkholder (1973) obtienen resultados para la funcién cuadrado asociada a martingalas.

0 R. Jones-Kaufman-Rosenblatt-Wierdl (1998) prueban acotaciones (p, p) fuerte, débil
(1,1) y L> — BMO para promedios ergddicos y acotaciones (p, p) fuerte y débil (1, 1)
para martingalas usando las técnicas de Burkholder.
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Antecedentes

@ Bourgain-Burkholder establecen que la p-variacién en el caso de martingalas tiene mal
comportamiento para p = 2
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Antecedentes

@ Bourgain-Burkholder establecen que la p-variacién en el caso de martingalas tiene mal
comportamiento para p = 2

@O Akcoglu-Jones-P. Schwartz (1998) analizan con miltiples ejemplos, que en el caso de

operadores ergddicos, martingalas y de diferenciacion la p-variacién para p < 2 tiene un
mal comportamiento.
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Antecedentes

@ Bourgain-Burkholder establecen que la p-variacién en el caso de martingalas tiene mal
comportamiento para p = 2

@O Akcoglu-Jones-P. Schwartz (1998) analizan con miltiples ejemplos, que en el caso de

operadores ergddicos, martingalas y de diferenciacion la p-variacién para p < 2 tiene un
mal comportamiento.

©® Campbell-Jones-Reinhold-Wierdl (2000) obtienen resultados de acotaciones débiles y

fuertes de ambos operadores asociados a la transformada de Hilbert y en (2002) para
integrales singulares en R”
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Antecedentes

@ Bourgain-Burkholder establecen que la p-variacién en el caso de martingalas tiene mal
comportamiento para p = 2

@O Akcoglu-Jones-P. Schwartz (1998) analizan con miltiples ejemplos, que en el caso de
operadores ergddicos, martingalas y de diferenciacion la p-variacién para p < 2 tiene un
mal comportamiento.

©® Campbell-Jones-Reinhold-Wierdl (2000) obtienen resultados de acotaciones débiles y
fuertes de ambos operadores asociados a la transformada de Hilbert y en (2002) para
integrales singulares en R”

@ Jones-Reinhold (2001) obtienen la acotacién fuerte (p,p) 1 < p < oo de ambos
operadores asociados a semigrupos de difusién simétricos.
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Antecedentes

Cr

@ Bourgain-Burkholder establecen que la p-variacién en el caso de martingalas tiene mal
comportamiento para p = 2

@O Akcoglu-Jones-P. Schwartz (1998) analizan con miltiples ejemplos, que en el caso de
operadores ergddicos, martingalas y de diferenciacion la p-variacién para p < 2 tiene un
mal comportamiento.

©® Campbell-Jones-Reinhold-Wierdl (2000) obtienen resultados de acotaciones débiles y
fuertes de ambos operadores asociados a la transformada de Hilbert y en (2002) para
integrales singulares en R”

@ Jones-Reinhold (2001) obtienen la acotacién fuerte (p,p) 1 < p < oo de ambos
operadores asociados a semigrupos de difusién simétricos.

@ Gillespie-Torrea (2004) han obtenido algunos resultados (p, p) pesados 1 < p < oo para
las truncaciones de la transformada de Riesz ( independiente de la dimensién)
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Objetivo

Obtener resultados de acotacién con pesos y en el rango 1 < p < oo para estos

operadores cuando la familia 7 = {7} },cr es:
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Objetivo

Obtener resultados de acotacién con pesos y en el rango 1 < p < oo para estos
operadores cuando la familia 7 = {7} },cr es:

@ Semigrupo del calor y el semigrupo de Poisson asociado al operador de Hermite
L=—A+x.
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Objetivo

Obtener resultados de acotacién con pesos y en el rango 1 < p < oo para estos
operadores cuando la familia 7 = {7} },cr es:

@ Semigrupo del calor y el semigrupo de Poisson asociado al operador de Hermite
L=—A+x.

® Truncaciones de la transformada de Riesz asociada al operador de Hermite en
R.
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Objetivo

Obtener resultados de acotacién con pesos y en el rango 1 < p < oo para estos
operadores cuando la familia 7 = {7} },cr es:

@ Semigrupo del calor y el semigrupo de Poisson asociado al operador de Hermite
L=—A+x.

® Truncaciones de la transformada de Riesz asociada al operador de Hermite en
R.

©® Resultados en el extremo.
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Objetivo

Obtener resultados de acotacién con pesos y en el rango 1 < p < oo para estos
operadores cuando la familia 7 = {7} },cr es:

@ Semigrupo del calor y el semigrupo de Poisson asociado al operador de Hermite
L=—A+x.

® Truncaciones de la transformada de Riesz asociada al operador de Hermite en
R.

©® Resultados en el extremo.

O Resultados para semigrupos asociados al operador de Laguerre
2
Lo =1 (_% R N ;)) L a> -1
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Objetivo

Oscilacién como una seminorma a valores vectoriales

Definimos la norma mixta E,

1/p
|7]le, = (Z(sgp |A(s, i)|)p> (s,i) ERxN

i

U(T)f(x) = {T1i+1 f(x) - Tsf(x)} XJi (S), Ji= (tiJrla ti]

o 1/2
O(T)f(x) = (Z sup [Ty, f(x) — Tsf(X)lz) :
i—1 i1 <s<i;

Por lo tanto

O(Df (x) = [{Tis F() = T f )} xa(5)]| o, = 1U(T) f ()|,
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Objetivo

p—variacién como una seminorma a valores vectoriales

O={e: e={e}, ¢ €R, &\, 0}.
Definimos la norma mixta F, como

1/p
lellr, = sup <Z le (i, e)I") (i,e) eNx©
V(T)f(x) = {Te,p, f(x) = T, f(x) }eco

o 1/p
VP(T)f(x) = Es.u% (Z |T€i f(x) - T6i+l f(x)|p> , P> 2

i=1

Por lo tanto

Vo(T)f (%) = V(T ) IF,
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico

L=—A+x
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—A+x
Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es

T, = e—tL
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—-A+ |x|2

Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es

T, = e—tL
Semigrupo de Poisson es
P = VA
s
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—A+x
Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es
T,=e¢'*

Semigrupo de Poisson es
p=eVA

Se define via la férmula de subordinacién como (Ty = e %)
1 / 2 as —3/2
P flx) = — te Ts f(x)s ds
@ = 1)

1 (o) —u
o= [ et
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—A+x
Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es
T,=e¢'*

Semigrupo de Poisson es

Potenciales de Riesz:

Dado 4> 0. (L)) = 5 / T f .
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—A+x

Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es

T, = e—tﬁ

Semigrupo de Poisson es

P, = e—t\/TA
Potenciales de Riesz:
—a 1 o a—1
—L = — T dt.
Dado >0, (~£)"f) = gy [ 7T
Transformada de Riesz:
Para 1<i<n, Rif(x)= “%”L‘l/zf(x).
s
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico

L=—A+x
Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es
T,=e '
Semigrupo de Poisson es
P, = eit\/jA
Potenciales de Riesz:
Dado a>0, (—L£)“f(x) = ﬁ /0 £, F ().

Transformada de Riesz:

Para 1<i<n, Rif(x)= “ai-”ﬁ_l/zf(x)'

“%” denota la componente del gradiente asociado al operador L.
i

1t
L=— AFA; + AiAY).
2[2::1( i I l)
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico
L=—A+x

Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es

Tt _ e—tﬁ
Semigrupo de Poisson es
p=e VA
Potenciales de Riesz:
_ 1 Rl
Dado a>0, (—£) %) = @ /0 7T f(x)dr.

Transformada de Riesz:

Para 1<i<n, Rif(x)=* 4 2LV (x).
8x,-
1o}
En este caso “—" serd A; = % +xi0 A7 = —% + .
xl 1 1
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Operadores

El operador diferencial de Hermite u oscilador arménico

L=—-A+x

Semigrupo de difusion con generador infinitesimal —L es

Tt _ eftl:
Semigrupo de Poisson es
P, = eft\/jA
Potenciales de Riesz:
_ 1 Rl
Dad 0 -£)y" = —— T, dt.
o a>0. (<0)FW) = g [ ¢TI
Transformada de Riesz:
Para 1<i<n, Rif(x)= “%”L‘l/zf(x).

RE=AL"? RS =ArL™'?
e
e —
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Resultados

Teorema

Sea T = {T,}:cr el semigrupo del calor o de Poisson para L. Luego para p > 2
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Resultados

Teorema
Sea T = {T,}:cr el semigrupo del calor o de Poisson para L. Luego para p > 2

O Siw e A, 1 <p<ooentonces O(T),V,(T) mapea L’ (R", w(x)dx) en
LP(R", w(x)dx)

® Siw € Ay, entonces O(T),V,(T) mapea L' (R", w(x)dx) en L' (R" w(x)dx)
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Resultados

Teorema
Sea T = {T;}cr el semigrupo del calor o de Poisson para L. Luego para p > 2

O Siw e A, 1 <p<ooentonces O(T),V,(T) mapea L’ (R", w(x)dx) en
LP(R", w(x)dx)

® Siw € Ay, entonces O(T),V,(T) mapea L' (R", w(x)dx) en L' (R" w(x)dx)

Teorema
Sea p > 2.
O
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Resultados
e
Teorema

Sea T = {T;}cr el semigrupo del calor o de Poisson para L. Luego para p > 2
O Siw e A, 1 <p<ooentonces O(T),V,(T) mapea L’ (R", w(x)dx) en
LP(R", w(x)dx)
® Siw € Ay, entonces O(T),V,(T) mapea L' (R", w(x)dx) en L' (R" w(x)dx)

Teorema
Sea p > 2.

O Siw €A, conl < p < ooluego Vy(RY) y O(R*) mapea L7 (R, w(x)dx) en
L’ (R, w(x)dx).

© Siw € A luego V,(RT) y O(R*) mapea L' (R, w(x)dx) en L'+*°(R", w(x)dx)
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

T, f(x) = / M,(x, ) (5)dy
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

T, f(x) = / My (e, ) (3)dy

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued

kernel U
.S S
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Esquema de demostracion Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

T, f(x) = / My (e, ) (3)dy

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued
kernel U

U = [ Uy o)ty = [ {06 — M G} S0
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

T,f(x) = / My (e, )f ()dy

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued
kernel U

U = [ Uy o)ty = [ {06 — M G} S0

De manera andloga podemos considerar el operador V(7') asociado a la variacién
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

T,f(x) = / My (e, )f ()dy

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued
kernel U

U = [ Uy o)ty = [ {06 — M G} S0

Por medio de la teorfa a valores vectoriales de Calderén-Zygmund es suficiente
mostrar
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

0= [ Mo

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued
kernel U

U(T)f (x) /U x, y)f (v)dy = /{ My, (x,y) (x,y) XJ,(S)}

Por medio de la teorfa a valores vectoriales de Calderén-Zygmund es suficiente
mostrar

@ Los nicleos satisfacen condiciones standard de tamafio y regularidad.
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si la familia de operadores 7 = {7} estd definida de la siguiente manera

0= [ Mo

luego el operador U(7) tiene un nicleo asociado a valores vectoriales vector-valued
kernel U

U(T)f (x) / U(x,y)f (y)dy = / { My, (x,y) — M; (x, y))xJ,(S)} F()dy.

S5t

Por medio de la teorfa a valores vectoriales de Calderén-Zygmund es suficiente
mostrar

@ Los nicleos satisfacen condiciones standard de tamafio y regularidad.

® U(T)y V(T) son acotados de L*(R", dx) en L, (R", dx) y desde L*(R", dx)
into L%p (R", dx) respectivamente.
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si T = {T} es el semigrupo del calor para £ = —A + |x|* luego el niicleo puede
ser expresado como
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si T = {T} es el semigrupo del calor para £ = —A + |x|* luego el niicleo puede
ser expresado como

U(x,y)(s, i) = (T5i+1(xvy) - Ts(xvy))XJi(s)
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si T = {T} es el semigrupo del calor para £ = —A + |x|* luego el niicleo puede
ser expresado como

Ll(x, y)(s7 i) = (T5i+1 (xv y) - Ts(xv y))XJi (s)
donde T (x,y) = (1;)/ 2 o= ol Hamyl?)

4ms
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si T = {T} es el semigrupo del calor para £ = —A + |x|* luego el niicleo puede
ser expresado como
u(x7 y)(& l) = (TS,‘+1 (-x7 y) - TS(x7 y))XJx (S)
donde T (x,y) = (1;)/ 2 o= ol Hamyl?)

4ms

O [[t(x,y)(s, i)lle, < 55
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Esquema de demostracién Teorema 1

Si T = {T} es el semigrupo del calor para £ = —A + |x|* luego el niicleo puede
ser expresado como
u(x7 y)(& l) = (TS,‘+1 (x7 y) - TS(x7 y))XJx (S)
donde T (x,y) = (1;)/ 2 o= ol Hamyl?)

4ms

0 [4(6.3)(s, e, < =S
(2] ”vxu(x’y)(s’ i)”Ez + ”vyu(X,Y)(s’ i)”Ez < W
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Esquema de demostracién Teorema 1

Teorema

(Jones-Reinhold [2001]) Sea (X, dw) un espacio de medida positivo 'y sea T = {T;}
un semigrupo de difusién simétrico.

- Tth = Tt+S7 TO = Id,

2
b T, f = f
NTeflle < Wfllps para 1 < p < oo;
- Cada T, es un operador autoadjunto en L*(X),
-CadaT:f >0si f>0;
- Para cada t, T;(1) = 1.
Luego los operadores O(T ) y V,(T) son acotados en L (¥, dp), para 1 < p < oo.
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Esquema de demostracién Teorema 1

e La familia 7 = {e"L }+ NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues
e F (D) (x) = e"""z, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado

directamente.
s
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0000

Esquema de demostracién Teorema 1

e La familia 7 = {¢~"*}, NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues
e F(Dx)=e" P, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado

directamente.
o Para resolver esta dificultad consideramos el operador de Ornstein-Uhlenbeck
L = —A 4 2x- V. Es conocido que el semigrupo del calor oy = {e_’L}, es un

semigrupo de difusién simétrico en el espacio de medida (R", dvy(x)), para
dvy(x) = 2= gy
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Esquema de demostracion Teorema 1

e La familia 7 = {e"ﬁ }: NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues

e F(Dx)=e" P, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado
directamente.

© Los operadores O(7Zou) y V,(Zou) son acotados en L*(R", dy(x))
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Esquema de demostracién Teorema 1

e La familia 7 = {e"ﬁ }: NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues

e F(Dx)=e" P, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado
directamente.

© Los operadores O(7Zou) y V,(Zou) son acotados en L*(R", dy(x))

1x2

® El operador U f(x) = f(x)7"/*¢™ 2", es una isometria desde L*(R", dv(x)) en
L*(R", dx).
e e e
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Esquema de demostracién Teorema 1

e La familia 7 = {e"ﬁ }: NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues

e F(Dx)=e" P, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado
directamente.

© Los operadores O(7Zou) y V,(Zou) son acotados en L*(R", dy(x))
|2

® El operador U f(x) = f(x)n"/*e~ :

, es una isometrfa desde L?(R", dy(x)) en
L*(R", dx).

© Abu-Falahah and Torrea-2006

e o U f(x) = U o e ™ (x)
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Esquema de demostracién Teorema 1

e La familia 7 = {¢~"*}, NO ES un semigrupo de difusién simétrico, pues

e F(Dx)=e" P, y el resultado de Jones-Reinhold no puede ser aplicado
directamente.

© Los operadores O(7Zou) y V,(Zou) son acotados en L*(R", dy(x))

x|2

® El operador U f(x) = f(x)n"/*e~ : , es una isometrfa desde L?(R", dy(x)) en
L*(R", dx).

© Abu-Falahah and Torrea-2006
e 1ETma) Uf(x)=U o e_’Lf(x)

O Es posible probar ademds que
O(e—t£ _ e—t(ﬂ—nld))
Vp(eftz: _ e*t(ﬁf'ﬂd))

son acotados en L (R", dx) para 1l < p < oo
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Esquema de demostracion Teorema 2

Sea K un nicleo definido en R x R\ A donde A = {(x,y) : x # y} satisfaciendo
standard condiciones de tamafio y regularidad.
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Esquema de demostracion Teorema 2

Sea K un nicleo definido en R x R\ A donde A = {(x,y) : x # y} satisfaciendo
standard condiciones de tamafio y regularidad.

Consideramos los operadores truncados

T [ Ko
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Esquema de demostracion Teorema 2

Sea K un nicleo definido en R x R\ A donde A = {(x,y) : x # y} satisfaciendo
standard condiciones de tamafio y regularidad.

Consideramos los operadores truncados

T [ Ko

Teorema

Sea p > 2. Para la familia T = {T.}->0, si suponemos que los operadores
p—variacién y oscilacién son acotados en L* (R, dx) luego

© Paraw € A, con 1 < p < oo los operadores V,(T) y O(T ) mapean
L (R, w(x)dx) en L (R, w(x)dx).

@® Paraw € A los operadores V,(T) y O(T) mapean L' (R, w(x)dx) en
L' (R, w(x)dx)-débil.
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Esquema de demostracion Teorema 2
.S S
Stempak-Torrea (2003)
+ —
R" yR;

satisfacen tamafio y regularidad
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Esquema de demostracion Teorema 2
.S S
Stempak-Torrea (2003)
+ —
R" yR;

satisfacen tamafio y regularidad
Hay que probar acotacién en L?
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Esquema de demostracion Teorema 2
.S S
Stempak-Torrea (2003)
+ —
R" yR;

satisfacen tamafio y regularidad
Hay que probar acotacién en L?

L=—-A+2x-V Ornstein-Uhlenbeck
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Esquema de demostracion Teorema 2
.S S
Stempak-Torrea (2003)
+ —
R" yR;

satisfacen tamafio y regularidad
Hay que probar acotacién en L?

L=—-A+2x-V Ornstein-Uhlenbeck

L= Z 5; 4,
i=1

9 .
_B_X, + 2)6,.

donde §; = a%- y o
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Esquema de demostracion Teorema 2
.S S
Stempak-Torrea (2003)
+ —
R" yR;

satisfacen tamafio y regularidad
Hay que probar acotacién en L?

L=—-A+2x-V Ornstein-Uhlenbeck

L= Z 5; 4,
i=1

donde §; = a%,- y o *a% + 2x;.
Difusion Potencial Transf. Riesz
e—tL N (_L)—a — % R/ = 5[(—L)_1/2
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Esquema de demostracion Teorema 2

0 Uf(x) =f()c)7r"/4e_|"|2/2 es una isometria de L*(d7y) en L*(dx)
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Esquema de demostracion Teorema 2

0 Uf(x) =f()c)'rr"/4e_"‘|2/2 es una isometria de L*(d7y) en L*(dx)
® Abu Falahah-Torrea (2006)

AL —n)”"f(x) = URU™'f(x)

(AL — )™ — RE ) () = / LF (o) ()dy

con L (x,y) integrable.
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Esquema de demostracion Teorema 2

0 Uf(x) :f(x)vr"/“e_"‘lz/2 es una isometria de L*(d7y) en L*(dx)
® Abu Falahah-Torrea (2006)

AL —n) P (x) = URU™'f(x)

(e =) = ROV = [ L o)y
con L (x,y) integrable.

©® Harboure-Macias-Menarguez-Torrea (2005)

OR),V,(R) : L*(R",dy) — L*(R",dy) p>2
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Esquema de demostracion Teorema 2

0 Ur(x) :f(x)vr"/“e_"‘lz/2 es una isometria de L*(d7y) en L*(dx)
® Abu Falahah-Torrea (2006)

Ai(L— n)fl/zf(x) = URiUilf(x)

(e =) = ROV = [ L o)y
con L (x,y) integrable.

©® Harboure-Macias-Menarguez-Torrea (2005)

OR:), V,(R)) : (R, dvy) — L*(R",dv) p>2
O Bongioanni-Torrea (2003)

RIF(x) + R f(x) = xiL™2f (x)

tiene ndcleo en L'
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Esquema de demostracion Teorema 2

0 Ur(x) :f(x)vr"/“e_"‘lz/2 es una isometria de L*(d7y) en L*(dx)
® Abu Falahah-Torrea (2006)

Ai(L — n)_l/zf(x) = URiU_lf(x)

(e =) = ROFG) = [ L))y
con L;" (x,y) integrable.

©® Harboure-Macias-Menarguez-Torrea (2005)

OR), V,(Ri) : L*(R",dy) — L*(R",dv) p>2
O Bongioanni-Torrea (2003)

REF() + R f(x) = L™ f (x)
tiene ndcleo en L'

Corolario
Para p > 2 obtenemos

O(RE), V,(RE) : L*(R", dx) — L*(R", dx)
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Acotacién en el extremo

Es conocido que 7™f(x) = sup,. o |Tif(x)| es un operador acotado de L* en sf
mismo, para 7; el semigrupo del calor asociado al operador de Hermite.
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Acotacién en el extremo

Es conocido que 7™f(x) = sup,. o |Tif(x)| es un operador acotado de L* en sf
mismo, para 7; el semigrupo del calor asociado al operador de Hermite.

Teorema
Sea p > 2.

D) Vo(T)(f)(x) < 0 a.e. x € Rparatodaf € L (R, dx).
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Acotacién en el extremo

Es conocido que 7™f(x) = sup,. o |Tif(x)| es un operador acotado de L* en sf
mismo, para 7; el semigrupo del calor asociado al operador de Hermite.

Teorema
Sea p > 2.

D) Vo(T)(f)(x) < 0 a.e. x € Rparatodaf € L (R, dx).
(i) Existe una funcion G € L™ (R, dx) tal que V,(T)(G) ¢ L= (R, dx).
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Acotacién en el extremo

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)
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Acotacién en el extremo

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)

1
bl B(x,r
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Acotacién en el extremo

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)

1
bl B(x,r

1 > 1
dond _f wm K25
onde (x) { %’ W < 1.
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Acotacién en el extremo

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)

1
bl B(x,r

1 > 1
dond _f wm K25
onde (x) { %’ W < 1.

Hy={fel /T f=suwp|Tf| €L}
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Acotacién en el extremo

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)

1
bl B(x,r
1
_f wm K25
donde ~(x) { ) W < 1.

Hy={fel /T f=suwp|Tf| €L}

Teorema

(i) Vo(T) mapea BMOy (R, dx) en BMOy (R, dx).
(i) V,(T) mapea HY (R, dx) en Hy (R, dx).
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Acotacién en el extremo
.S S

En el afio 2005 J. Dziubansky-G. Garrigés-T.Martinez-J.L.Torrea-J.Zienkiewicz
identifican el espacio dual del H'-Hermite (J.Dziubansky-J.Zienkiewicz)

1
BMOy = {f € BMO / B L ()ldx < C, 0<r<~(x)}
bl B(x,r
1 > 1:
dond _ T+ |x| - 5
onde ~(x) { %7 < 1.

Hy={fel' /T f=suwp|Tf| €L}
Teorema

(i) Vo(T) mapea BMOu (R, dx) en BMOy (R, dx).
(i) V,(T) mapea Hy (R, dx) en Hy (R, dx).

Teorema
Sea p > 2. El espacio de Hardy H}(R, dx) coincide con el espacio de funciones
f € L' tal que V,(T)(f) € L'(R, dx).
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Acotacién en el extremo

s
Teorema
Sea T un operador lineal definido por
T(f)(x) = lkm K(x,y)f(y)dy, a.e. x ER,

e—0T [x—y|>e

para toda f € L*(R). Supongamos que

Luego T mapea BMOy (R) en BMOy (R).

.S S
Cresci i Oscilacié i

y vari igrupos UNCo




Trabajos Preliminares

Laguerre
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Acotacién en el extremo

s
Teorema
Sea T un operador lineal definido por
T(f)(x) = lkm K(x,y)f(y)dy, a.e. x ER,

e—0t Jx—y|>e

para toda f € L*(R). Supongamos que
© T mapea [*(R) into L*(R),

Luego T mapea BMOy (R) en BMOy (R).
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Acotacién en el extremo

_ e >
Teorema
Sea T un operador lineal definido por

T(f)(x) = lm K(x,p)f(y)dy, ae. x€R,
e—0t Jx—y|>e

para toda f € L*(R). Supongamos que
© T mapea [*(R) into L*(R),

@ LafuncionT1, T1(x) = lan

n, K(x,y)dy, existe y es diferenciable x € R. Mds
£—

[x=yl>e
aiin, existe una constante C > 0 tal que ‘ T1(x) ’ + ’ %Tl(x) ’ <C,

Luego T mapea BMOp (R) en BMOg (R).
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Acotacién en el extremo

_ e >
Teorema
Sea T un operador lineal definido por

T(f)(x) = lm K(x,p)f(y)dy, ae. x€R,
e—0t Jx—y|>e

para toda f € L*(R). Supongamos que
© T mapea [*(R) into L*(R),

@ LafuncionT1, T1(x) = lan

n, K(x,y)dy, existe y es diferenciable x € R. Mds
£—

[x=yl>e
aiin, existe una constante C > 0 tal que ‘ T1(x) ’ + ’ %Tl(x) ’ <C,

© El nicleo K(x,y) satisface

1 _ ol —eleyl?
K@l < C—e bl oy y e R, x#y,

1o} 19}
° 7K(xvy)‘ + ‘7K(x7y)’ S C77 X,y € ]Rv x#y
Ox Oy |x —y2
Luego T mapea BMOp (R) en BMOg (R).
e
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Acotacién en el extremo

s
Sea H la transformada de Hilbert, f = x(o,1) and I, = (—r,0), 0 < r < 1.

1/ e
- H(=x(0,1)) (x)dx ~ log;

—r
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Acotacién en el extremo

s
Sea H la transformada de Hilbert, f = x(o,1) and I, = (—r,0), 0 < r < 1.

1/ e
- H(=x(0,1)) (x)dx ~ 108;

—r

Teorema

Para todo xo € Ry r > 0 tal que B(xo,r) C B(0, 1) existe una funcion acotada f tal
que
1

— (L) P (x dx~logf.
BGor )] Sy )W) ;
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Acotacién en el extremo

Sea H la transformada de Hilbert, f = x(o,1) and I, = (—r,0), 0 < r < 1.

1 /° e
= [ H(=x@n)x)dx ~ log—
rJ_, r
Teorema
Para todo xo € Ry r > 0 tal que B(xo,r) C B(0, 1) existe una funcion acotada f tal
que
_t (L) f(x) dx ~ log °.
|B(X(), r)l B(xq,r) r
Teorema

Existe una constante C > 0 tal que, para toda funcion f € L™ (R, dx) con soporte
contenido en [—1,1), y toda bola B, = B(xo,r) C [—1, 1], tenemos que

+ [ Ve < c(oe;) Il
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Operadores

1 d* 1
La—z( dx2+x +_(a _Z))7 a>-—1

@ Semigrupo del Calor

WEF(x) / We (x,y) £3) dy, x € (0,00)

_ _ 12, 2 1—e M
dondeW,"‘(x,y)=2(xy)1/2 e ! I, lzjye! e 5 (x +y)1

T
l—e—2t e—2t
1, funciones de Bessel modificadas de primer tipo y orden a.
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L, = & —|—x—|——(a—l) a>—1
T2\ 4’ )’

@ Semigrupo del Calor

WEF(x) / We (x,y) £3) dy, x € (0,00)

_ _ _l24y2 1—e™2
donde W (x,) = 2(0)'/2 1< 1y f (2257) 720
1, funciones de Bessel modificadas de primer tipo y orden a.

© Factorizaciéon Lo = 1D Do + o+ 1,

donde Do f (x) = x> +1/2 % (x_"‘_l/zf(x)) + xf(x), D, adjunto formal de D, en
L2(0,00).
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Operadores

L, = & —|—x—|——(a—l) a>—1
T2\ 4’ )’

@ Semigrupo del Calor

WEF(x) / We (x,y) £3) dy, x € (0,00)

—t —t _1 2+ 2y 1—e 2
donde W (x,) = 2(0)'/2 1< 1y f (2257) 720
1, funciones de Bessel modificadas de primer tipo y orden a.

© Factorizaciéon Lo = 1D Do + o+ 1,

donde Dof (x) = x°‘+1/2% (x_a_l/zf(x)) + xf(x), D, adjunto formal de D, en
L2(0,00).

©® Transformada de Riesz
Rof = DaLs'/*f
Raf (x) = kme—o Ra,of (x)
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Resultados
.S S

Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion
V, (W) son

.S S
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Resultados
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Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion
V, (W) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo
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Resultados
.S S

Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion

V, (W) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo

(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3

2
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,
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Resultados
s

Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion

V, (W) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo

(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a xPdx cuando 1 < p < oo y
b=—(a+3p—166=(a+3)p—1L
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Resultados
e
Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion

V, (W) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo

(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a xPdx cuando 1 < p < oo y
b=—(a+3p—166=(a+3)p—1L

Observaciones
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Resultados
e
Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion

V,(WY) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo

(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a xPdx cuando 1 < p < oo y
b=—(a+3p—166=(a+3)p—1L
Observaciones

e Los resultados son sharp para el operador variacion ya que

sup;o (W ()] < 2V (W) ()
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Resultados
e
Teorema

Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion

V,(WY) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo

(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a xPdx cuando 1 < p < oo y
b=—(a+3p—166=(a+3)p—1L
Observaciones

e Los resultados son sharp para el operador variacion ya que

sup;o (W ()] < 2V (W) ()

e Es posible deducir los mismos resultados para el semigrupo de Poisson P.

Cr O y vari igrupos UNCo
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Resultados

Teorema
Sea o > —1 and p > 2. El operador oscilacion O(W;*) y el operador variacion
V,(WY) son
(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si— (o + Wp—1<6<(a+3)p—1and
1<p<oo
(i) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — 3 <6< a+icuando o # —3
ypara —1 < § <0 cuando oo = —%,

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a xPdx cuando 1 < p < oo y
b=—(a+3p—166=(a+3)p—1L

Observaciones

e Los resultados son sharp para el operador variacion ya que

sup;o (W ()] < 2V (W) ()

e Es posible deducir los mismos resultados para el semigrupo de Poisson P.

e Para § = 0 se satisface el Fenomeno del ldpiz
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Esquema de prueba

Vo)) < VoWVigton) () + VoWViioe = Trioc) () + Vo (Trioc) (f)-
aan

(1) En laregion global se acota por dos operadores de tipo Hardy. En esta porcién
se usan resultados de A. Chicco-E. Harboure (2007)y

E.Harboure-C.Segovia-J.L.Torrea-B.Viviani (2006).
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Esquema de prueba

VoY) < VoOViaon) () + Vo OWVehoe = Taod) () + Vo Totoe) (-

(1) En laregion global se acota por dos operadores de tipo Hardy. En esta porcién
se usan resultados de A. Chicco-E. Harboure (2007)y
E.Harboure-C.Segovia-J.L.Torrea-B.Viviani (2006).

(i1) En la regién local, que se compara con el Hermite, se obtiene un operador
acotado en L7 ((0, 00), x’dx).
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Esquema de prueba

Vo)) < VoWVigton) () + VoWViioe = Trioc) () + Vo (Trioc) (f)-

(1) En laregion global se acota por dos operadores de tipo Hardy. En esta porcién
se usan resultados de A. Chicco-E. Harboure (2007)y
E.Harboure-C.Segovia-J.L.Torrea-B.Viviani (2006).

(i1) En la regién local, que se compara con el Hermite, se obtiene un operador
acotado en L7 ((0, 00), x’dx).

(iii) En la region local para el Hermite se usan los resultados conocidos de
acotaciones con pesos A, para el semigrupo del calor obtenidos por
C-Macias-Menarguez-Torrea-Viviani (2009).
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(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x’dx si —(c + p—1<s<(a+3)p—1y
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Teorema

Sea o > —1y p > 2. El operador oscilacion O(Ra,e) y el operador variacion
Vo(Ra,e) son

(i) de tipo fuerte (p, p) respecto a x°dx si —(a + p—1<s<(a+3)p—1y
1<p<oo

(ii) de tipo débil (1, 1) respecto a x°dx para —a — % <i<a-+ %

(iil) de tipo débil restringido (p, p) respecto a Hdxsil < p < ocoand
§=—(a+3)p—-166=(a+2)p-1
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Los operadores O(W}) y V,(W?}) no mapean L*((0, 00), dx) en
L>((0, 00), dx).
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Sia > —1/2, H'(L,,) fue introducido por Dziubanski (2008).

H' (L) = {f € L'(RY) / sup W7 ()] € L' ()}
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Teorema

Los operadores O(W?'}) y V,(WS*}) no mapean L= ((0, c0), dx) en
L>((0, 00), dx).

Sia > —1/2, H'(L,) fue introducido por Dziubanski (2008).

H'(La) = {f € L'(R") / sup Wy ()] € L' ("))

Betancor-Garrigés-Dziubanski(2009-2010) relacionan H'(L,) y H};
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Teorema
Los operadores O(W?'}) y V,(WS*}) no mapean L= ((0, c0), dx) en
L*((0, 00), dx).

Sia > —1/2, H'(L,) fue introducido por Dziubanski (2008).

H'(Lo) = {f € L'(RT) / sup W7 (f)| € L'(RT)}
>0
Betancor-Garrigés-Dziubanski(2009-2010) relacionan H'(L,) y H};

Teorema
Seaa > —1/2. Una funcionf € L'(R", dx) estd en H'(La) siy sdlo si
VP({Wta}t>0,f) el (R‘hdx),
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