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Sobre la fun@n p(-)

Diremos que una funah mediblep: R" - [1; 00)
es unduncion exponente

p_(02) = infp(x) p+(€2) = supp(x)
Xe€) Xe€)
p- = inf p(x) P+ = supp(x)

XeRN XxeR"
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Sobre el eSpacibp(~)

f e PO silaintegral

_[ |f(X)|p(X)dX < o0
RN

N !

Modular— () (f)

Asociamos la norma de Luxemburg

i f p(Y)

RN



Motivacion

o Modelar Flidos No-Newtonianos — Por ejemplo kos
electroreobgicos.

o Procesamiento de iagenes.



Motivacion

o Modelar Flidos No-Newtonianos — Por ejemplo kos
electroreobgicos.
o Procesamiento de iagenes.

o Las aplicaciones se asocian a cambios bruscos de punto a punto
en aldin sistemaisico.
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Algunos Atrapados pdrP(")

Internacionales Imalenses
o Lars. Diening i
) . o Gladis
o David Cruz-Uribe
o Wiadyslaw o Alberto Fiorenza ° Osvaldo
Orlicz (1931) . o Oscar
o Ales Nekvinda

J. Musielak . o Nora
? Claudia Capone

©

(1983) ) .o Hugo
> Ondrej Kowik o Vakhtang M. Kokilashvili Estefaia
Q
. Stefan Samko
o J. Rakosnk ° Wilfredo
(1991) o Peter HsD ? ..
) _ o Mauricio
o Petteri, Harjulehto -
Q

S. Roudenko

(]
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o Son espacios de Banach.
o Vale la desigualdad dedider.

Teorema
Sea p una funén exponente, entonces

L lT 0909 dX < C [[flloc) [IFllrcy
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o Son espacios de Banach.

o Vale la desigualdad dedider.

o Son espacios reflexivos siklp_ < p, < oo.

o Las funciones continuas son densag,sk oo.

o Vale lainclusbn de espacios para medidas finitas.

Si p(x) < q(x) ctp.x e Q
con0 < |©] < oo entonces:

IFllpey < (1€ +2) [IFllgc
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Propiedades &sicas — (Ko&Cik y Rakosnk, 1991)

o Son espacios de Banach.

o Vale la desigualdad dedider.

o Son espacios reflexivos siklp_ < p, < oo.

o Las funciones continuas son densag,sk oo.

o Vale lainclusbn de espacios para medidas finitas.

©

Se pierde la relabn de igualdad entre el modular y la norma.
El operador traslabin no es continuo.

©

Dada una bolaB, existe
f ¢ LPO talquen, ¢ LPO)
m(f)(x) = f(x - h)



Continuidad Log-Hlder

Seap una funcon exponente.

Co 1
Ip(x) = p(Y)] < Tloglyl x-yl<5  (LHo)
Bolas chicas

sup|B|—|p(X)—p(y)| < mé\x{l, |B|p7(B)—p+(B)} <C
X,yeB



Continuidad Log-Hlder

Seap una funcon exponente.

P00 P S ook -Ys5 (L)
¢ Co LH
PO PO S ooz MM (LHe)

Bolas relativamente lejos del origen

sup|B|PX-PWI < |g|P+(B)-P-(B) < C
B

X,ye



Continuidad Log-Hlder

Seap una funcon exponentel) ¢ R" un abierto

P00 P S ook -Ys5 (L)

P00 - PO < forcy M2 (LHS)

PO PO 2 xyeQ  (LH'o)
Iog(e+|Xle|)

P00 - ol € oot XeR (LH )



Acotaciones Conocidas

Parak o< n

Mot () = suplBl3~* [ [f(y)ldy .

Teorema
Sea p una fur}](’)in exponente tal quegpLHg N LH ¥
1<p- <ps < —, entonces

(6%

IMafllgey <C [fllo

1 o n
don deﬂ—@ —, XeR
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Algunas Acotaciones Conocidas

Casoa =0
L. Diening — (2001) C. Capone, Ales A. Nekvinda,
D. Cruz-Uribe,SFO, (2004)
o Py < o0 A. Fiorenza, o Py < o0
C. J. Neugebauer
o PEe LHo (2004) o Pe LHg
op(X)=p, [X=c o Condicbn mas
o Pr<oo débil en eloo
o pelLHonLH,
Casoa > 0
V. Kokilashvili— S. Samko O. Salinas — G. Pradolini
C. Capone, — D. Cruz-Uribe,SFO, O. Gorosito — (2008)
A. Fiorenza, n
(2000 — 2003) o Py
n o pelLHoNnLH,
op;y<— N
« o Dan una estimaodn

o pelHonLHs puntual paraM,,
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Definicion del espacic,, .

Definimos el espaci&,, .y como el espacio de las funcionies Li.
para las cuales existe una constaditeO tal que:

%fﬁ(x)—mndxs c
”XZB”p’(-)lBln B

para toda bol® ¢ R".

Iflg, ,, =infC



Resultado Principal Obtenido

Teorema

Seal < a < n, si p una fundin exponente, entonces el operador |
puede extenderse a un operadgr L) — ¢, .y dado por

_ 1 1-xg(o,)(Y)
Y= R[ [IX—yI”‘“ B M




Resultado Principal Obtenido

Teorema

Seal < a < n, si p una fundin exponente, entonces el operador |
puede extenderse a un operadgr L) — ¢, .y dado por

~ 1 1-xg(o,)(Y)
)‘ﬂx—ww‘ oW1ty dy

[y
siy Dlo sip satisface

XRn-2B
|XB _ ,|n—a+l

<ClB[n " Yixalyy 1)
p'(-)




Esquema de la demostrani— Suficiencia

SeaB c R"
Consideramos
fi=fxs y fo=f-f;



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para f; =1y

Rt -mnax < ¢ o [ o) o




Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para

/B T2 (%) - meTafy| dx

IA

IA

fr=fxos

< ./Z-Bf ) ([3 |x —dy)|(”—a

clg [ f(y)dy
2B

o



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para fl = fXZB

dx
¢ [ (/B |x—y|n-a) v
Bln [ f
clBl® [ f(ydy
C 1Bl [[x28/y ey [Fllpgy -

l

Holder

IA

/B T2 (%) - meTafy| dx

IA

IA



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para f2 = fXR”—ZB

Dado que

_ 1 f
[l"oéfz(x)—mslafz\SCIBIﬁ f %dy )
R"-2B B



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para f,="fygrn_og

Dado que

~ 1 f
[[af2(x) — melafa| < C Bl f $ y o
R"-2B B

tenemos

fﬁ'afZ(X)_mBTafZ‘ dx < ClBl +lff XR;anBoﬁl dy
B



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para f;=fygn 2

Dado que
Taf2(X) - meTofo| < C |B|F f L) N
|XB — yln—a+1
RN-2B
tenemos

IN

_[ Taf2(x) - melafy| dx
B

I+l XR“ 2B
ClBl ff |n Ivo — yln—a+1 y

XRn-2B

1.1
C B | - ot

IA

[flly
p'(-)



Esquema de la demostrani— Suficiencia

Para fy=fxgrn_ 28

Dado que
Taf2(X) - meTofo| < C |B|F f L) N
|XB — yln—a+1
RN-2B
tenemos

f Tafa(x) -
B

mBTafz‘ dx

IN

XR“ 2B
ClBl +1ff |n Ixm — v|n—a+1 y

XRn-2B

i
C |B|n |XB _ ‘ln—a+l

IA

1o
P'(-)

IA

CIBI™ Ixzally(y If g

l

Holder + Hipbtesis sobre g
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Esquema de la demostrani— Necesidad

Considerando conjuntos adecuado®R&rse puede probar

L C Bl
x=y"e |z-ye T xg -yttt

C IxzslyeyBI* > [B] ”_Amdy



Esquema de la demostrani— Necesidad

Considerando conjuntos adecuado®R&rse puede probar

L C Bl
x=yImeJz-ye T xg -yt

= 1+t f(y)
C lIxaelyc)BI» > B fAWdy
Con lo cual
f(y) a_1_q
[Rn—zB xg — y|n-o+t dy < C[Bfn™n ”XZB“p’(-)

para todéd tal quel|f|,., < 1, en particular para el supremo.
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Teorema
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Esquema de la demostrani— Necesidad

Teorema
Sea p una funéin exponente, definimos

Iflll = sup [ f(x)g(x)dx
”g”pl(.)ﬁl R

Entonces, B) = {f : |||f||| < o} y adends

C1 [fllpey < IIFIIl < c2 IFflpe

XRn-2B
|XB sl _|n—a+1

XRn-2B

|XB = _|n—a+1 < C

ol




Esquema de la demostrani— Necesidad

Teorema
Sea p una funéin exponente, definimos

Iflll = sup [ f(x)g(x)dx
”g”d(oﬁl R

Entonces, B) = {f : |||f||| < o} y adends

C1 [fllpey < IIFIIl < c2 IFflpe

XRn-2B

a_ 1 q
W <C |B|n it ”XZB”pr(.)

P'(-)




Duplicacibn

) q Ix4ellyy < C lIxasly)



Duplicacibn

(1) q Ixallyy < C lixasly,

1_a q 1
Ixagllyy < [B["n” T_a,p
Bl gy
1_a XRN-28 X28B
< CclBi ||l H#
|XB_'|n o p() |B|E ntl P




Duplicacibn

(1) q Ixallyy < C lixasly,

1_a q 1
Ixally(y < [BIF " T_a,q
1B ey
ia XR"_2B X28B
< CB v et H—
e ="y B3l

A

S C ||X28Hp’(~) .
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Condicbn no Vaga

Proposicbn
Sea p una funéin exponente tal que-pp- fuera de la bola unitaria,

con1<p_sp+<my

C
Ip(X) = p(y)| < oo L VX y:x-yl<1/2,

[x=y]

entonces p satisface la condiai del teorema.




Condicbn no Vaga

Proposicbn
1 .
Sea D= o B(z, z_l)' Sea p una funén exponente tal quepp.
Ze7"

sobre ¥, conl < p_ < p; < y

_n
(a-1)*

any: |X_y| 31/2,

P9 - P € ==
(0]

[x=y]

entonces p satisface la condiai del teorema.




Condicbn Puntual

Proposicbn
Seal < a < n 'y p una fundn exponente. Si p) duplica, el espacio

f € £, p() coincidecon una versin puntualA,y(«) que consiste en
todas las funciones f para las cuales existe una constante C que

satisface:
2Ix-y] dt
ORI ( g )?
p'(-)

XB(y,Zt)
ly — =

XB(x,2t)
e

p'(-) ‘

para casi todo punto,y ¢ R".




Condicbn Puntual

Resultadito
Seal < « < ny p una fundn exponente cofl <p_<p, < #
(6% o —

Consideremos B una bola tal qi#} < C. Entonces se tiene la
siguiente estimabn puntual

IF(x) ~f(y)| < C [x—y|* 7@,

para casi todo punto,y € R".




Hacia la condidgn puntual

Searx,y € R", consideramoB = B(x,|x-Y|) y B = B(y, |x-Y]), sea
f € Sa)p()

[f (%) = F Y] < [F ) - mef| +[F(y) - mef] + [mef — mef]|

Bi = B(x,27'[x~y])



Hacia la condidgn puntual

Bi = B(x,27'[x~-y])

If (x) — mef|

||'M8

ImB - mg;f]

Z Bi| 1f|f ~mg f|dz

IN



Hacia la condidgn puntual

Bi = B(x,27'[x~-y])

ImB — mgf|
Z Bi| 1f|f ~mg f|dz

C ||f||£a p() ¢ Z|B|a 1||XZB.||pr()

X 2B

X — ,|n—a

If (x) — mef|

||'M8

IA IN

IN

C Iflls,
’ i=1

p'(-)



Hacia la condidgn puntual

Bi = B(x,27'[x~-y])

If(x) - mef| < ilma — Mg f|
2 i Bi|” 1[ If (2) — mg,f|dz
< C Il 218 bzl
SRR [
S Cllle, f [ p,(.)th



Desde la condiéin puntual

Seaxg € Rn, R>0-Bgr= B(XB, R)
Es suficiente probar

241
Jo 1100 = f )1 dy des C BRI [xzelip -



Desde la condiéin puntual

Seaxg € Rn, R>0-Bgr= B(XB, R)
Es suficiente probar

]
Lo - 100 =F )l dy s © Bl amelyy

utilizando la condidn puntual
f(x)-f
[BR NUCEIVETE

e Sk (£ (

XB(x,2t)
X — _|n—cx

XBO2). ) dT) dy dx.
|y - | p’()

P() ‘



Desde la condiéin puntual

Seaxg € Rn, R>0-Bgr= B(XB, R)
Es suficiente probar

241
J 1100 = f )1 dy des C BRI [xzelp -

utilizando la condidn puntual

L 1100 -ty ax

=Y [ || XB(x,2t) XB(y,2t) dt
< C/é /; /; X— o y— o T dydx,
RUER pe) 1Y P()
se@ suficiente probar que
XB(y,2t) dt

Ivs

— Ay <|BRI™ [xzeelly
ly — |-« vy b RIP()



Q |XB| > 3R

Resultadito

Sipestal quéq <po<pr<— z 1) : satisface la condiéin LH., n LHg

y p’ duplica, entonces

< C tP:(ZR) V xeBgr,0<t<R

P'()




Q |XB| > 3R
o |xg| < 3R Cixl£1y] VXxyeBr



Q |XB| > 3R
o |xg| < 3R Cixl£1y] VxyeBr

Mirar en el contexto de espacios de funciones a valores vectoriales



Espacios de funciones a valores vectoriales

(A, ]| o) espacio de Banach.

LP(R", A) = {f medibles/ f : R" > A [[f|, < o0}

i - ([, 10018 )

donde



Espacios de funciones a valores vectoriales

(A, ]| o) espacio de Banach.

LP(R", A) = {f medibles/ f : R" > A [[f|, < o0}

i - ([, 10018 )

LP(R", A),|-|,) es Banach
p

donde

Dualidad: siA* es el dual topdigico deA

LP(R",A)* = LP(R",A*) 1<p< oo



Desde la condiéin puntual

Consideraremoa = L), por Fubbini-Tonelli tenemos

2R dt 2R
Jeo ek k
Br JO t 0 JBr

Tomamos k < y por Holder chsico tenemos

dxg[
t

XB(y,2t)
ly — |-

XB(x,2t)
X~

P() P()

n-«



Desde la condiéin puntual

Consideraremoa = L), por Fubbini-Tonelli tenemos

2R dt 2R
Jeo ek k
Br JO t 0 JBr

Tomamos k < y por Holder chsico tenemos

k.

dxg[
t

XB(y,2t)
ly — |-

XB(x,2t)
X~

P() P()

n-«

XB(x2t) (2)
X -z

XB(x,2t)

1

P'(-)

Xer(X)
LA(RN,LP ()



Desde la condiéin puntual

Consideraremoa = L), por Fubbini-Tonelli tenemos

v A

n ) .
Tomamos k < - y por Holder chsico tenemos
-

dxg[
t

XB(y,2t)
ly — |-

XB(x,2t)
X~

P() t P()

XB(x,2t EY XB(x2t)(2)
S 2 dxs Bl ren 0020202
Be || X == |y Ix-2 La(RnLP'))
XB(x,2t) (2 ~ Xer (X)XB(x,20) (2)
= I sp( L L o g(x)gz(z)dzdx),

donde el supremo se toma sobre todas las funcigpeiq’, g € L%tales que
lgally lg2lle < 1



Desde la condiéin puntual

XB(x,2t) (2)

a-3
|X_ Zln_a < C ta ||X28||p’() .

XBR(X)

LA(RN,LP ()



Desde la condiéin puntual

XB(x,2t) (2)

a-3
|X_ Zln_a C ta ||X28||p’() .

XBR(X)

IN

LA(RN,LP ()

g[
t

i R XB(x,2t)(2)
el [ ront0 2022

x-2

LA(RN,LP ()

_n dt
< ClBqu ||XZB||p’()/ ! t



Desde la condiéin puntual

XB(x,2t) (2)
X -z~

IN

C 77 IIxalpy -

XBR(X)

LA(RN,LP ()

g[
t

i R XB(x,2t)(2)
el [ ront0 2022

x-2

LA(RN,LP ()

IN

R |
C IBrl7 bsly [Fea

C [BRI BRI ¥ 28l

IN

IN

CIBRI% Ixzely(y -



Temas a abordar

o Condiciones sobre @para qud, : £5p() — £,14,(,) Para
0<pB<n-a.
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o Condiciones sobre @para qud, : £5p() — £,14,(,) Para
0<pB<n-a.
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Temas a abordar

o Condiciones sobre @para qud, : £5p() — £,14,(,) Para
0<pB<n-a.

o Condiciones sobre @para qud,, : LPC)ee Lap()-
o Introducir pesos en las acotaciones.



MUCHAS GRACIAS...



