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Cuerpos de Funciones

Sea IF; el cuerpo finito con g elementos. Un cuerpo de funciones
algebraicas F/IF, sobre F; es un extensién de cuerpos F 2O Iy tal
que F es un extension algebraica finita de Fy(x) para algin
elemento x € F que sea trascendente sobre .
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Un anillo de valuaciones del cuerpo de funciones F/F, es un
anillo O C F con las propiedades:
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Un anillo de valuaciones del cuerpo de funciones F /I, es un
anillo O C F con las propiedades:

°Fq§O§F;
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Un anillo de valuaciones del cuerpo de funciones F /I, es un
anillo O C F con las propiedades:

°Fq§O§F;

@ para cualquierze F,z€ O oz ! € O.
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Un anillo de valuaciones del cuerpo de funciones F /I, es un
anillo O C F con las propiedades:

°Fq§O§F;

@ para cualquierze F,z€ O oz ! € O.

Un place P del cuerpo de funciones F/IF es el ideal maximal de
algtin anillo de valuaciones O de F/F4.
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El cuerpo de funciones racionales [F(x)
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El cuerpo de funciones racionales F(x)
@ p(x) € Fq[x] polinomio ménico irreducible

Oty = { 203+ (:0.(x) € ol p(x) Ji) |
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El cuerpo de funciones racionales F(x)

@ p(x) € Fq[x] polinomio ménico irreducible

Oe) — {2_8 - F(x).8(x) € Falxl, p(x) )(g(X)}
f(x
Poc) = {gﬁxg - F(x), 8(x) € Falx], p(IF(x). p(x) 1g<x)}
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El cuerpo de funciones racionales F(x)
@ p(x) € Fq[x] polinomio ménico irreducible

Op(x) = {
X

Po = {) - F(x).£(x) € Falxls pOOIF(x), p(x) )(g(X)}

X

X

Exi : f(x), g(x) € Fy[x], p(x) ,rg(x)}
(%)

‘h(]q

@ Anillo de valuaciones asociado al place infinito

O = {(X F(x). £(x) € Pyl degf(x)<degg(x)}

~—

x)
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El cuerpo de funciones racionales F(x)

@ p(x) € Fq[x] polinomio ménico irreducible
Oty = { 203+ (:0.(x) € ol p(x) Ji) |
P = { SO0 5 100,600 € Bl p0IF ). p0) o)}

0| 0y

@ Anillo de valuaciones asociado al place infinito

Ono =

—N
R P
— |

X
SN—

(). £00) € Fale. deg£(x) < dega(x) |

~—

X X

2

Il
—N
o0
=

1 f(x),g(x) € Fg[x], degf(x) < deg g(x)}






@ Si P un place de F/F; y Op es su anillo valuaciones entonces el
cociente Fp := Op/P se llama el cuerpo de clases residuales de P
y es una extensién finita de F. (Es cuerpo pues P es ideal maximal)
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@ Si P un place de F/F; y Op es su anillo valuaciones entonces el
cociente Fp := Op/P se llama el cuerpo de clases residuales de P
y es una extensién finita de F. (Es cuerpo pues P es ideal maximal)

@ deg P := [Fp : Fy] se llama el grado de P.
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@ Si P un place de F/F; y Op es su anillo valuaciones entonces el
cociente Fp := Op/P se llama el cuerpo de clases residuales de P
y es una extensién finita de F. (Es cuerpo pues P es ideal maximal)

@ deg P := [Fp : F4] se llama el grado de P.

@ Para cada cuerpo de funciones tenemos asociado un nimero entero
no negativo g llamado género de F/FF,.
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Si P un place de F/Fq y Op es su anillo valuaciones entonces el
cociente Fp := Op/P se llama el cuerpo de clases residuales de P
y es una extensién finita de F. (Es cuerpo pues P es ideal maximal)

deg P := [Fp : F4] se llama el grado de P.

Para cada cuerpo de funciones tenemos asociado un niimero entero
no negativo g llamado género de F/FF,.

El cuerpo de funciones racionales Fq(x) tiene género g = 0.
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Si P un place de F/Fq y Op es su anillo valuaciones entonces el
cociente Fp := Op/P se llama el cuerpo de clases residuales de P
y es una extensién finita de F. (Es cuerpo pues P es ideal maximal)

deg P := [Fp : F4] se llama el grado de P.

Para cada cuerpo de funciones tenemos asociado un niimero entero
no negativo g llamado género de F/FF,.

El cuerpo de funciones racionales Fq(x) tiene género g = 0.

El cuerpo de funciones elipticas F = F»(x, y) con
V+y=f(x)eFx] y degf(x)=3
es un cuerpo de funciones con género g = 1.
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@ Un place P se dice que es racional si es de grado uno.
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@ Un place P se dice que es racional si es de grado uno.

@ Denotamos por N(F) al nimero de places racionales de F/F,.
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@ Un place P se dice que es racional si es de grado uno.
@ Denotamos por N(F) al nimero de places racionales de F/F,.

@ Para un entero g > 0 sea

Nq(g) = max {N(F) : F es un cuerpo de funciones }

sobre Fy de género g
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Un place P se dice que es racional si es de grado uno.
Denotamos por N(F) al nimero de places racionales de F/F,.

Para un entero g > 0 sea

Nq(g) = max {N(F) : F es un cuerpo de funciones }

sobre Fy de género g

La cantidad

A(q) := limsup Ne(g)

g— 00

se llama constante de lhara.
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@ Observar que si g(F) denota al género de F entonces el Teorema de
Hasse-Weil dice que

IN(F) —q—1] <2g(F)yq
y por lo tanto
N(F) < q+1+2g(F)y/q.
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@ Observar que si g(F) denota al género de F entonces el Teorema de
Hasse-Weil dice que

IN(F) —q—1] <2g(F)yq
y por lo tanto
N(F) < q+1+2g(F)y/q.

@ Esta cota implica inmediatamente que

A(q) < 2/q.
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@ Observar que si g(F) denota al género de F entonces el Teorema de
Hasse-Weil dice que

IN(F) —q—1] <2g(F)yq
y por lo tanto
N(F) < q+1+2g(F)y/q.

@ Esta cota implica inmediatamente que

A(q) < 2/q.

@ Basados en ideas de lhara, esta cota fue mejorada por
Drinfeld-Vladut quienes mostraron que:

Alg) < q-1
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Qué sabemos de A(q)
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Qué sabemos de A(q)

@ A(q) > 0 para todas las potencias g = p® con p primoy e > 1.
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Qué sabemos de A(q)

@ A(q) > 0 para todas las potencias g = p® con p primoy e > 1.

@ (Serre) Existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ - log g para
todo q.
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Qué sabemos de A(q)

@ A(q) > 0 para todas las potencias g = p® con p primoy e > 1.

@ (Serre) Existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ - log g para
todo q.

@ (Ihara, Tsfasman-Vladut-Zink) Si / = ¢? es un cuadrado entonces
A(l) > /I — 1. Por lo tanto A(/) = v/ — 1.
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Qué sabemos de A(q)

@ A(q) > 0 para todas las potencias g = p® con p primoy e > 1.

@ (Serre) Existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ - log g para
todo q.

@ (Ihara, Tsfasman-Vladut-Zink) Si / = ¢? es un cuadrado entonces
A(l) > /I — 1. Por lo tanto A(/) = v/ — 1.

@ (Zink, Bezerra-Garcia-Stichtenoth) Si / = g3 es un cubo entonces
A(l) = 2(q* = 1)/(q +2).
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Qué sabemos de A(q)

@ A(q) > 0 para todas las potencias g = p® con p primoy e > 1.

@ (Serre) Existe una constante ¢ > 0 tal que A(q) > ¢ - log g para
todo q.

@ (Ihara, Tsfasman-Vladut-Zink) Si / = ¢? es un cuadrado entonces
A(l) > /I — 1. Por lo tanto A(/) = v/ — 1.

@ (Zink, Bezerra-Garcia-Stichtenoth) Si / = g3 es un cubo entonces
A(l) = 2(q* = 1)/(q +2).

@ Si / no es un cuadrado no se conoce el valor exacto de A(/).
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Una manera alternativa de obtener cotas inferiores para la
constante de lhara es a través de la construccidn de torres
explicitas de cuerpos de funciones sobre IFy,.
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [, es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [, es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:

P RCRACRE T CRC
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [, es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:

P RCRACRE T CRC

> cada extensién Fiyq/F; es finita y separable;
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [, es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:

>R CRGCRG - CFRG-;
> cada extensién Fiyq/F; es finita y separable;

> el género satisface que g(F;) — oo para i — o0;
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [, es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:

v

FChRGRG - CRG
> cada extensién Fiyq/F; es finita y separable;

> el género satisface que g(F;) — oo para i — o0;

v
o

> IFy es el cuerpo total de constantes de F;, para todo i
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Una torre de cuerpos de funciones sobre [F; es una sucesién
infinita 7 = (Fo, F1, F2,...) de cuerpos de funciones F;/F, tales
que:

v

FoeFfieFh G - GFRG
> cada extensién Fiyq/F; es finita y separable;
> el género satisface que g(F;) — oo para i — oo;

> IF, es el cuerpo total de constantes de F;, para todo / > 0.

Por explicita entendemos una torre F = (Fo, F1, F2,...) donde
cada cuerpo de funciones F; estd dado por ecuaciones polinémicas
explicitas.
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Se puede demostrar que el limite de la torre

i MR
/\(f) o ”Loo g(Fn)

siempre existe, y ademas

0 < A(F) < A(q)-
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Se puede demostrar que el limite de la torre

i MR
/\(f) o ”Loo g(Fn)

siempre existe, y ademas

0 < A(F) < A(q)-

La torre F se dice que es asintéticamente buena si tiene limite
positivo A(F) > 0. Si A(F) = 0 entonces se dice que F es
asintéticamente mala.
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Qué nos interesa (Y qué hicimos..)
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Qué nos interesa (Y qué hicimos..)

@ Dar condiciones para definir una torre recursiva de cuerpos de
funciones.
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Qué nos interesa (Y qué hicimos..)

@ Dar condiciones para definir una torre recursiva de cuerpos de
funciones.

@ Dar condiciones para estimar el nlimero de places racionales en la
torre.
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Qué nos interesa (Y qué hicimos..)

@ Dar condiciones para definir una torre recursiva de cuerpos de
funciones.

@ Dar condiciones para estimar el nlimero de places racionales en la
torre.

@ Dar condiciones para acotar superiormente el género en torres
moderadas.
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Qué nos interesa (Y qué hicimos..)

Dar condiciones para definir una torre recursiva de cuerpos de
funciones.

Dar condiciones para estimar el niimero de places racionales en la
torre.

Dar condiciones para acotar superiormente el género en torres
moderadas.

Buscar ejemplos
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Torres recursivas

Sean a(Y) € Fy(Y) y b(X) € Fg(X) funciones racionales no
constantes, y sea F = (Fo, F1, F2,...) una sucesién de cuerpos de
funciones sobre Fg. Supongamos que existen x; € F; para
i=0,1,2,... tales que

(i) xo es trascendente sobre Fq y Fo = Fq(x0); es decir, Fy es el cuerpo
de funciones racionales.

(i) Fi =Fg4(x0,x1,...,x;) para todo i > 0.
(i) Para todo 7 > 0, los elementos x; y x;41 satisfacen a(x;+1) = b(x;).
(iv) [F1: Fo] =degal(y).

Entonces F es una sucesién recursiva sobre IF, definida por la
ecuacion
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:

(i) A={y €Ty : 6(a(y)) = 0} CF,
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:

(i) A={y€Fq : ¢(a(y)) =0} CFq

(i) ¢(b(vy)) = 0 para todo v € A.
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:

(i) A={yelFq: ¢(a(y)) =0} CFq

(i) ¢(b(vy)) = 0 para todo v € A.

(i) o(T) ==x(a1(T) — a2(T)b(x;)) es el polinomio minimo de x; 1
sobre F; para todo i > 0, o(T) es separable y dego(T) > 2.
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:

(i) A={yelFq: ¢(a(y)) =0} CFq

(i) ¢(b(vy)) = 0 para todo v € A.

(i) o(T) ==x(a1(T) — a2(T)b(x;)) es el polinomio minimo de x; 1

sobre F; para todo i > 0, o(T) es separable y dego(T) > 2.

(iv) Para todo v € A el polinomio a;(T) — a»(T)b(y) tiene d raices
simples.
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Teorema: Condiciones para estimar el nimero
de places racionales

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fp, . ..) sobre I, definida
recursivamente por a(Y) = b(X) donde a(T),b(T) € Fo(T) y
dega(T) = deg b(T) = d. Supongamos que existe ¢(T) € Fy[T]
tal que:

(i) A={yelFq: ¢(a(y)) =0} CFq

(i) ¢(b(vy)) = 0 para todo v € A.

(i) o(T) ==x(a1(T) — a2(T)b(x;)) es el polinomio minimo de x; 1

sobre F; para todo i > 0, o(T) es separable y dego(T) > 2.
(iv) Para todo v € A el polinomio a;(T) — a»(T)b(y) tiene d raices

simples.

Entonces
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Observacion

Si en lugar de (iii) y (iv) tenemos
(ii") o(T) == (ﬁal(T) — az(T)) es el polinomio minimo de xj41
sobre F; para todo i > 0, o(T) es separable y dego(T) > 2.

(iv') Para todo v € A, b(v) # 0 y el polinomio ﬁal(T) — ap(T) tiene
d raices distintas.

Entonces el teorema también vale.
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Observacion

Si en lugar de (iii) y (iv) tenemos
(ii") o(T) == (ﬁal(T) — az(T)) es el polinomio minimo de xj41
sobre F; para todo i > 0, o(T) es separable y dego(T) > 2.

(iv') Para todo v € A, b(v) # 0 y el polinomio ﬁal(T) — ap(T) tiene
d raices distintas.

Entonces el teorema también vale.

Notar que si ¢(0) # 0 entonces b(y) # 0 para todo v € A por (ii)
con lo cual en lugar de (iv') se puede pedir

(iv") ¢(0) # 0y para todo 7y € A, el polinomio 55 )al(T) — ap(T) tiene
d raices distintas.
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Ejemplo: Torre BGS de
Bezerra-Garcia-Stichtenoth

Sea g una potencia de un primo y consideremos el cuerpo finito F,
con | = 3. La torre BGS G = (Gg, Gy, Gy, . ..) esté definida
recursivamente por la ecuacién

1-y x94x-—1

y9 X
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En este caso tenemos que

_1-T
=

a(T)

Sea
HT)=T9 —T+1.

Se puede probar que
TTH9g(a(T)) = TIL6(b(T)) = (1 — T)T +ot1 4 To+a+L,

ACTF,y|Al = q(q+1). Por lo tanto se cumplen las condiciones
(i) y (ii). La condicién (iii") se cumple por la forma en que

estd definida la torre y el hecho de que todas las extensiones
satisfacen [G; : Go] = ' para todo i > 0.
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Finalmente veamos que se cumple (iv").

Como ¢(0) # 0 sélo tenemos que probar que
a(T) = ﬁ(l — T) — T9 tiene q raices distintas y esto se ve
facilmente observando que su derivada ¢'(T) = ﬁ no tiene

raices en comun con a(T).

Luego, como se cumplen todas las condiciones del Teorema,
tenemos que

N(G) > [Gi: Go]-|Al=q"-q(qg+1) = ¢ (g +1).
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Ejemplo: Caso particular de la torre GS de
Garcia-Stichtenoth

Considerar la torre £ = (Eo, E1, E2, . ..) de cuerpos de funciones
sobre Fg definida por la ecuacién

2 x?+1

ATV

En este caso tenemos que

T2 +1
T)=T? b(T) = .

Sea
o(T)=T>+1.

Se puede verificar que

#(a(T)) = T24(b(T)) = (T? +2T +2)(T?>+ T +2).
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Representamos al cuerpo Fg como Fg = F3(a) con a? =2a+ 1y
por lo tanto

Fo={0,1,2, o, a + 1, a+2, 2a, 20 + 1, 2ax + 2}.

Entonces tenemos que

A={yeTFy: ¢(a(y)) =0} = {a, a+1, 2a, 2a + 2} C Fy.

Esto nos asegura que se cumplen las condiciones (i) y (ii). La
condicién (iii) vale por la forma en que estd definida la torre.
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Veamos que se cumple la condicién (iv).

En este caso el polinomio que tenemos que estudiar es
5(T)=a(T) = b(v) = T? = b(v)
para todo v € A, y su derivada es
5 (T)=2T.

Entonces hay que probar que b(y) # 0 para todo v € A.
Calculemos entonces b(7y) para todo los v € A.

o bla)=a+2 ° b(2a) =2a+1

0 bla+1)=a+2 o bRa+2)=2a+1

y por lo tanto el polinomio a(T) — b(y) = T2 — b(7) tiene 2 raices

simples y el teorema arroja los mismos resultados que los obtenidos
por G-S.
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Ejemplo: La torre de var der Geer y
van der Vlugt

Consideremos la torre H = (Ho, H1, Ha, . ..) de cuerpos de
funciones sobre Fg definida recursivamente por

X2+ x+1
~ .

yity=

Esta torre fue considerada por var der Geer y van der Vlugt,
quienes calcularon explicitamente el género y la cantidad de places
racionales en cada paso de la torre y obtuvieron que

N(H))=6-2"+2
para todo i > 0.
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En este caso usando que

AT)=T2+T. vy KT
considerando
HT)=T>+T+1

y representando al cuerpo Fg como Fg = Fa(a) con a3 = o + 1
tenemos que

Fg = {0,1,a,a+ 1,02, 0>+ 1,0 + a,a® + a + 1};
y el teorema se cumple con
A =TFg\F,.

Luego '
N(H;)>6-2

para todo i > Q.
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Ejemplo

Sea m > 2y g una potencia de un primo de manera que Fq
contenga al cuerpo de descomposicién del polinomio T™ + « para
algiin € Fy y tal que med(m, charFq) = 1.

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fo,...) de cuerpos de
funciones sobre [F; definida recursivamente por la ecuacién

m X" —af(x)+a«a

yo = f(x) )

donde f(T) € Fq[T] es un polinomio separable de grado m — r con
mcd(m, r) = 1.

Estas torres se dicen que son de tipo Kummer.
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En este caso tenemos que

a(m)=T", y  b(T)=

F(T)
Con
(T =T+«
tenemos que
opa(MT)=a(T)+a=T"+a
y
T"—af(T)+a  T"+a

o(b(TY) = B(T) 40 = g D = ot
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Como la torre estd definida sobre el cuerpo de descomposicion de
#(a(T)), y el polinomio

tiene m raices distintas, entonces se cumplen las condiciones del
Teorema y tenemos que para todo i > 0, el nimero de places
racionales de F;/Fy satisface
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Torres moderadas

Sea P(F) el conjunto de todos los places de un cuerpo de
funciones F/F,.

Torres de cuerpos de funciones , asintoticamente buenas
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Torres moderadas

Sea P(F) el conjunto de todos los places de un cuerpo de
funciones F/F,.

@ Dada una extensién E/F, un place P € P(F) y Q € P(E) decimos
que @ divide a P o que @ estd arribade PsiPC Qy lo
denotamos Q|P.
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Torres moderadas

Sea P(F) el conjunto de todos los places de un cuerpo de
funciones F/F,.

@ Dada una extensién E/F, un place P € P(F) y Q € P(E) decimos
que @ divide a P o que @ estd arribade PsiPC Qy lo
denotamos Q|P.

@ Para cada P € P(F), existe una cantidad finita de places P’ € P(E)
que estan arriba de P.
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Torres moderadas

Sea P(F) el conjunto de todos los places de un cuerpo de
funciones F/F,.

@ Dada una extensién E/F, un place P € P(F) y Q € P(E) decimos
que @ divide a P o que @ estd arribade PsiPC Qy lo
denotamos Q|P.

@ Para cada P € P(F), existe una cantidad finita de places P’ € P(E)
que estan arriba de P.

@ El indice de ramificacién de Q|P se define como el (nico entero tal
que

vo(x) = e(Q[P) - vp(x)
para todo x € F.
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Torres moderadas

Torres de cuerpos de funciones , asintoticamente buenas
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Torres moderadas

@ Si e(Q|P) > 1 decimos que Q|P ramifica. Si e(Q|P) = 1 decimos
que Q|P no ramifica.

Torres de cuerpos de funciones , asintoticamente buenas
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Torres moderadas

@ Si e(Q|P) > 1 decimos que Q|P ramifica. Si e(Q|P) = 1 decimos
que Q|P no ramifica.

@ La extensién E/F se dice moderada si e(@Q|P) es coprimo con la
caracteristica de I, para todos los places P € P(F) y todo Q|P.
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Torres moderadas

@ Si e(Q|P) > 1 decimos que Q|P ramifica. Si e(Q|P) = 1 decimos
que Q|P no ramifica.

@ La extensién E/F se dice moderada si e(Q|P) es coprimo con la
caracteristica de I, para todos los places P € P(F) y todo Q|P.

@ Una torre se dice que es moderada si todas las extensiones Fi 1/ F;
son moderadas para todo / > 0.
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Teorema de Garcia-Stichtenoth-Thomas para
torres moderadas

Sea F = (Fo, F1, F»,...) una torre sobre F tal que:
(i) Todas las extensiones F,.1/F, son moderadas.

(i) S ={P € P(Fy)|P es ramificado en F,/Fy para algiin n > 1} es
finito.

(i) T={P eP(Fy)|degP =1, y P se descom. compl. en la torre} es
no vacio.

Entonces F es asintéticamente buena, y se obtiene que

2t
A >

(Fo) —2+s

donde t :==#T ys:=) pcgdegP.

Torres de cuerpos de funciones , asintoticamente buenas
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Teorema

Sea F = (Fo, F1, F2,...) una torre de cuerpos de funciones sobre
F4 definida recursivamente por la ecuacién

m __ bl(X)
o bz(X)

con bi(T), bo(T) € Fg[T], degb1(T) =m, degbp(T)=m—ry
mcd(m, r) = 1. Supongamos que existe un subconjunto Sy de [
tal que:

(i) 0 € Sp;
(ii) para todo 3 € I, tal que by(3) = O se tiene que 3 € Sp; y
(i) para todo o € Sy, si ba(B)a™ — by(B) = 0 entonces 8 € Sp.

Entonces la torre F tiene un espacio de ramificacién finito. Mas
adn, si P € P(Fp) es un place ramificado en la torre entonces

P = P es el polo de xp en Fy o P es un cero de xg — « para
algiin a € Sp.
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Ejemplo

Sea m > 2y g una potencia de un primo de manera que Fq
contenga al cuerpo de descomposicién del polinomio T™ + « para
algiin a € Fy y tal que med(m, charFq) = 1.

Consideremos la sucesién F = (Fo, F1, Fo,...) de cuerpos de
funciones sobre [F; definida recursivamente por la ecuacién

m X" —af(x)+a«a

Yo = f(x) )

donde f(T) € Fq[T] es un polinomio separable de grado m — r con
mcd(m, r) = 1.
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Ejemplo

En particular si consideramos m =2, ¢ =9 y f(x) = x tenemos
que G = (Go, Gi,...) es una torre sobre Fg definida recursivamente
por la ecuacién
, xX2—x+1

Yy = IV
So = {0,1,2} C Fg donde Fg = F3(a) con a? + « + 2 satisface las
hipStesis del Teorema y por lo tanto el espacio de ramificacién de
la torre G es finito y esta contenido en el conjunto
{(x0=0),(x0 =1),(x0 =2),(xo = 00)}. Utilizando el Teorema de
G.S.T., tenemos que

AG) > —2

42
y como sabemos que
MG)<VI-1=2

entonces la torre G es asintéticamente dptima sobre Fq v A\(G) = 2.
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Ejemplo

Si consideramos m = 2, g = 9, Fg = F3(«) con a’+a+2=0y
f(x) = x4+ 1 tenemos que ‘H = (Hp, H1,...) es una torre de
cuerpos de funciones sobre Fg definida recursivamente por la
ecuacion

2 x(x-1)

y x+1

En este caso,
3 5 7
So=1{0,1,2,, 0>, >, "}

satisface las hipdtesis del Teorema. Luego, H es una torre
asintéticamente buena sobre Fg y tenemos que

A(H) >

Wl N
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Ejemplo, una torre sobre [Fy;

Escribimos Fos = F5(a) con a? + a + 2 = 0. Consideremos la torre
Z = (lo, hh,...) sobre Fa5 definida por

2 x? —f(x)+1
VST (1)

con f(x) = a®x + 1. Como Fas5 contiene al cuerpo de
descomposicién de T2 + 1, tenemos que

I/(I//o) > 2.

So = {0,a3,a°, a5, a?'} C Fys satisface las condiciones del
Teorema.
Entonces |[Ram(Z/lp)| < 6y por el Teorema de G.S.T. tenemos que
2.2
MT)> ——=1
(1) 2 5

y por lo tanto la torre Z es asintéticamente buena sobre Fos.
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Observar que la torre 7 puede escribirse también como la torre
recursiva sobre 5 generada por la ecuacién

2 x?—f(x)+1
y = f(x) )

con f(x) = a?'x + 1, utilizando el cambio de variables X = 2x,
Y =2y.
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Ejemplo, una torre sobre Fg;
Escribimos Fg; = F3(a) con a* + 2a + 2 = 0. Consideremos la
torre J = (Jo, J1, . ..) sobre Fg; definida por

5 xz—f(x)—l—l

Yy = Ta (2)

con f(x) = a®x + al® Como Fg; contiene al cuerpo de
descomposicién de T2 + 1, tenemos que

(T /D) > 2.

So ={0,a%,a'® a?, a3 a* a%, 0% o™} C Fg satisface las
condiciones del Teorema. Entonces |[Ram(J7/J)| < 10y
2.2 1

A(j/JO)Zm:§~

Luego la torre J es asintéticamente buena sobre Fg;.
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La torre J puede definirse también utilizando f(x) = a**x + 0.
Utilizando el cambio de variables X = 2x, Y = 2y se muestra que
ambas ecuaciones definen la misma torre sobre Fgy.
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La torre J puede definirse también utilizando f(x) = a**x + 0.
Utilizando el cambio de variables X = 2x, Y = 2y se muestra que
ambas ecuaciones definen la misma torre sobre Fgy.

Los mismos resultados se obtienen utilizando f(x) = a®x +a3%y
f(x) = a®>x + a3°. Sin embargo, hasta el momento no pudimos
demostrar si las torres generadas por estas ecuaciones coinciden
con las del ejemplo o no.
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GRACIAS!!
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