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Introduccién

El problema de clasificacion

Ejemplos

Deteccién de patologias para asistencia de diagnéstico médico.

Reconocimiento de rostros y aplicaciones biométricas en general.

°
°
@ Reconocimiento de escritura manuscrita (tablet PC).
@ Reconocimiento del habla.

°

Filtros anti-spam.
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Introduccién

El problema de clasificacion

Sean Y =1,2,...,h las clases y X € RP |as caracteristicas.

Un clasificador es una funcién f: RP — {1,2,...,h} tal que la prediccién
Y = f(X) tiene una minima probabilidad de error.
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Introduccién
El problema de clasificacion

Sean Y =1,2,...,h las clases y X € RP |as caracteristicas.
Un clasificador es una funcién f: RP — {1,2,...,h} tal que la prediccién
Y = f(X) tiene una minima probabilidad de error.

Si conocemos p(Y, X) la regla 6ptima es

f(X) = arg max p(Y = y[X)
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Introduccién

El problema de clasificacion

@ Suponemos modelos paramétricos para p(X|Y = y).

@ Usamos un conjunto de ejemplos {(Y;,X;)} para estimar.
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Introduccién

El problema de clasificacion

@ Suponemos modelos paramétricos para p(X|Y = y).

@ Usamos un conjunto de ejemplos {(Y;,X;)} para estimar.

Definidos los modelos, el disefio del clasificador se reduce a un problema
de estimacion de pardmetros.
i Qué modelos se usan?

@ Gaussianas
@ Mezclas de Gaussianas

@ Modelos ocultos de Markov
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Introduccién

El problema de clasificacion

@ Suponemos modelos paramétricos para p(X|Y = y).

@ Usamos un conjunto de ejemplos {(Y;,X;)} para estimar.

Definidos los modelos, el disefio del clasificador se reduce a un problema
de estimacion de pardmetros.

i Qué modelos se usan?

@ Gaussianas

XY =y~ N(X]py, Ay)
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Introduccién

Reduccién de dimensiones

iPara qué?

@ Disminuir varianza de estimadores.
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Introduccién

Reduccién de dimensiones

iPara qué?
@ Disminuir varianza de estimadores.

o Facilitar la decisién del clasificador.
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Introduccién

Reduccién de dimensiones
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Introduccién

Reduccién de dimensiones

Analysis using SDR model

SDR-2

o

SDR-1

Diego Tomassi (sinc(:)-IMA Enfoque de suficienci: i imacié 11 de junio de 2010 7/24



Introduccién

Reduccién de dimensiones

iPara qué?
o Facilitar la decisién del clasificador.
@ Disminuir varianza de estimadores.

@ Reducir costo computacional.
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Introduccién

Reduccién de dimensiones

iPara qué?
o Facilitar la decisién del clasificador.
@ Disminuir varianza de estimadores.

@ Reducir costo computacional.

i Qué buscamos?
Una reduccién R : RP — R? d < p tal que para cada X

p(Y = y|R(X)) = p(Y = y|X)
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Antecedentes

Organizacién

© Antecedentes
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Antecedentes

Métodos usados cominmente

Consideremos:

o Reducciones lineales R(X) = 87X, con § € RP*?,

@ Estimacién de maxima verosimilitud.
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Antecedentes

Métodos usados cominmente

@ Analisis discriminante lineal (LDA)
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Antecedentes
Métodos usados cominmente

@ Analisis discriminante lineal (LDA)

@ Analisis discriminante lineal para modelos heteroscedasticos (HLDA).

Sea ©® = (0 0y) e RP*? 9 c RP*4 910 =1,,6760, = 0.
Supongamos ©®"X ~ N (uf, A}), con

% _ QT,Uﬂy * Qy 0
My_(9oTu> B (0 Qo
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Antecedentes
Métodos usados cominmente

@ Analisis discriminante lineal (LDA)

@ Analisis discriminante lineal para modelos heteroscedasticos (HLDA).

Sea ©® = (0 0)) € RP*?, 0 c RP*¢ 970 =1,,670, = 0.
Supongamos ©®"X ~ N (uf, Ar), con

oTuJ> (Q 0 >
* — 3 A* — Yy
My ( e(i;u Y 0 QO

HLDA busca ® que maximiza

h
n ~ 1 ~
ﬁHLDA(B) = —§1og\9T2_10\—§E nylogyeTAyef.

y=1
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Antecedentes

Nos preguntamos...

o ;Se satisface p(Y = y|0! ,,X) = p(Y = y|X) para todo X?

@ ;Es span(@y.pa) el menor subespacio que conserva la informacién?
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Reducciones suficientes

Organizacién

© El enfoque de reduccién suficiente de dimensiones
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Reducciones suficientes
Resultados conocidos

Cook y Yin, 2001: para X|Y =y ~ N (puy, Ay):

f(0TX) = f(X) & X|(V,07X) ~ X|6TX
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Reducciones suficientes
Resultados conocidos

Cook y Yin, 2001: para X|Y =y ~ N (puy, Ay):

f(OTX) = f(X) & X|(V,07X) ~ X[0TX

Cook y Forzani, 2008:

Supongamos que X|Y =y ~ N(uy, Ay),y =1,2,...,h. Sea A = E(A,),
0 € RP* una matriz semiortogonal y sea (0 0g) € RP*P una matriz
ortogonal. 87X es una reduccion lineal suficiente si y sélo si

@ span(i, — 1) C Aspan(8).
(2] OOTA;]L es constante.
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Reducciones suficientes
Resultados conocidos

Cook y Yin, 2001: para X|Y =y ~ N (puy, Ay):

f(OTX) = f(X) & X|(V,07X) ~ X[0TX

Cook y Forzani, 2008:

Supongamos que X|Y =y ~ N(uy, Ay),y =1,2,...,h. Sea A = E(A,),
0 una matriz semiortogonal y sea (6 6y) € RP*P una matriz ortogonal.
07X es una reduccién lineal suficiente si y sélo si

py = p+ Al ,
A, = A+A0T,0TA.

con E(vy) =0y E(Ty) = 0.
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Reducciones suficientes

Estimador MLE para 6

El estimador de maxima verosimilitud 6,,, que maximiza la funcién
n ~ 1 -
Liap(0) = const + 5 log |67%6| — B zy: n,log |87 A,0),

provee una reduccion lineal suficiente minima 6%, X.
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Reducciones suficientes

HLDA bajo el enfoque de suficiencia

Recordemos que en HLDA ©7X ~ N (i, A3)
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Reducciones suficientes

HLDA bajo el enfoque de suficiencia

Recordemos que en HLDA ©7X ~ N (i, A3)
0" 1, (Q 0 >
* — A* — Yy
My (0(1;# Y 0 QO

X|Y =y ~ N (i + 0y, 090,07 + 0:02067).
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Reducciones suficientes

HLDA bajo el enfoque de suficiencia

Recordemos que en HLDA ©7X ~ N (i, A3)
HT,uy Q, 0
* — A* — Yy
My (0(1;# Y 0 QO
XY =y~ N(u+ 0vy,00,0" +000007).

SiQ=E(Q,), A=000" +606].
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Reducciones suficientes

HLDA bajo el enfoque de suficiencia

Recordemos que en HLDA ©7X ~ N (i, A3)
HT,uy Q, 0
* — A* — Yy
My (0(1;# Y 0 QO
XY =y~ N(u+ 0vy,00,0" +000007).

Si Q=E(Q,), A=0Q0" + 000000 Entonces AO = 0A y

® Ly =+ 0Oy, =p+0Av, =+ Ay,
o Ay —A=0(Q, 007 =0AT,ATOT = AOT, 07 A.
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Reducciones suficientes

HLDA bajo el enfoque de suficiencia

Recordemos que en HLDA ©7X ~ N (i, A3)
BT,uy Q, 0
* — A* — Yy
My (0(1;” Y 0 QO
XY =y~ N(u+ 0vy,00,0" +000007).

Si Q=E(Q,), A=0Q0" + 000000 Entonces AO = 0A y
® Ly =+ 0Oy, =p+0Av, =+ Ay,
o Ay —A=0(Q, 007 =0AT,ATOT = AOT, 07 A.

Luego, @ = 6,0 es una reduccidn suficiente bajo este modelo para
XY =y.
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Reducciones suficientes

HLDA y minimalidad

Cuando A, satisface el modelo de HLDA, el subespacio de reduccién
estimado, jes el menor posible?
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Reducciones suficientes

HLDA y minimalidad

Cuando A, satisface el modelo de HLDA, el subespacio de reduccién
estimado, jes el menor posible? No necesariamente.

Sea @ € R" una base para ese subespacio de reduccién minimo.

span(@) 2O span(a) también es un subespacio de reduccién suficiente.
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Reducciones suficientes

HLDA y minimalidad

Cuando A, satisface el modelo de HLDA, el subespacio de reduccién
estimado, jes el menor posible? No necesariamente.

Sea @ € R" una base para ese subespacio de reduccién minimo.
span(@) 2O span(a) también es un subespacio de reduccién suficiente.

En HLDA, 0 es una base para el subespacio que contiene a span(«) tal
que A, = OQyOT + 009005.
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Reducciones suficientes

HLDA y minimalidad

Cuando A, satisface el modelo de HLDA, el subespacio de reduccién
estimado, jes el menor posible? No necesariamente.

Sea @ € R" una base para ese subespacio de reduccién minimo.
span(@) 2O span(a) también es un subespacio de reduccién suficiente.

En HLDA, 0 es una base para el subespacio que contiene a span(«) tal
que A, = OQyOT + 009005.

Existe A € R¥" : o = QA y o maximiza
_ _n Tg—1g) 1 TS
L(6,A) = const 5 log |6°X76)| 5 log |6" X0|

n ~ 1 ~
—5 log IATOTS0A| — 3 Zy: n, log |[ATOTA,0A|.
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Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?
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Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?

@ Herramientas mejor justificadas para inferir d.
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Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?
@ Herramientas mejor justificadas para inferir d.

o Eficiencia de cémputo.
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Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?
@ Herramientas mejor justificadas para inferir d.
o Eficiencia de cémputo.

Limitaciones

e fijado d, HLDA estima un subespacio de reduccién suficiente sélo para
una estructura particular de A,.
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t Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?
@ Herramientas mejor justificadas para inferir d.
o Eficiencia de cémputo.

Limitaciones

e fijado d, HLDA estima un subespacio de reduccién suficiente sélo para
una estructura particular de A,.

@ S.pa NO es invariante ni equivariante ante una transformacién de las
caracteristicas X.
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t Reducciones suficientes

Consideraciones

Qué puede heredar HLDA del enfoque de suficiencia?
@ Herramientas mejor justificadas para inferir d.
o Eficiencia de cémputo.

Limitaciones

e fijado d, HLDA estima un subespacio de reduccién suficiente sélo para
una estructura particular de A,.

@ S.pa NO es invariante ni equivariante ante una transformacién de las
caracteristicas X.

Propaganda: jjdeberiamos usar 6 ,p!!
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Reducciones suficientes

iComo extendemos esto a modelos ocultos de Markov?
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Reducciones suficientes

Datos secuenciales y modelos ocultos de Markov (HMM)

11 de junio de 2010 18 / 24
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Reducciones suficientes

Datos secuenciales y modelos ocultos de Markov (HMM)

o Las caracteristicas observadas no son independientes, sino que forman
una secuencia X = w1, wa,..., Wy.
@ Modelamos esas secuencias mediante modelos ocultos de Markov.

bWy ', Whsw) 7 byw)
e W, -’
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Reducciones suficientes

Reduccién suficiente de dimensiones para HMM

. Cémo son los modelos de las clases ahora?

T
X[y =9) = ZHth(xt)a(thlq”

q t=1
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Reducciones suficientes

Reduccién suficiente de dimensiones para HMM

. Cémo son los modelos de las clases ahora?

T
X[y =9) = ZHth(xt)aqyﬂhv

q t=1

. Cémo estimamos parametros?

Q¥ = > plalX,9°')log p(a, X|9)
q

™ p(alX, 994) {zlogaqt_lqt £ logby <xt>}
q t t

= Qa(9,9°%) + Qy(9,9°'%)
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Reducciones suficientes

Reduccién de dimensiones en HMM

Si by(w) = N(thyaAy)

Ny T
Q0,07 = Y " plgr = yIX, 9 log N (wi|pry, A)
y—l t=1
= ZZ% )log N (wilpy, A,),
y=1 t=1
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Simulaciones

Organizacién

© Simulaciones
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Simulaciones

Simulaciones

Tasa de reconocimiento vs tamaA+o de muestra Tasa de reconocimiento vs tamaA+o de muestra
07 07
LDA oA
—— HLDA
065 H 065 HLDA
LAD LAD
— — e

o6 /7;/77”// ] 08 /——//\ — 1

0551 / 1 0551 / 1
@ / @ -
4 / 4
051 / N 051 N
/ /
/
045 / 045
/

04t 1 0.4 ]

035 035
20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
n n

Figura: Tasas de reconocimiento para d conocida. lzq.: datos generados con e
modelo de HLDA. Der.: datos generados con el modelo de HLDA y luego
multiplicados con una matriz A.
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Simulaciones

Simulaciones

HLDA
1t P— R — i
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Figura: Inferencia sobre d cuando los datos corresponden al modelo de HLDA.
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Simulaciones

Simulaciones

HLDA LAD

Figura: Inferencia sobre d para los mismo datos, después de multiplicarlos por una
matriz A.
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Comentarios finales

Organizacién

© Comentarios finales

Diego Tomassi (sinc(:)-IMAL) Enfoque de suficiencia en discrimimacién 11 de junio de 2010 23 /24



Comentarios finales

muchas gracias
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