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Introducción

Modelos para problema de Imagenes

Dada una imagen
u0 = I + η.

con I imagen real, η ruido, el objetivo es recuperar la imagen I .

P-L-Lions-Rudin-Osher (’92) proponen; Minimizar
∫

Ω |∇u|, con∫
Ω

u =

∫
Ω

u0 y

∫
Ω
|u − u0|2 = σ2

Viene de asumir que el ruido η tenga esperanza cero y varianza σ.
De hecho, en general

• η(x) es una función que representa ruido blanco

•
∫

Ω η = 0 y σ2 =
∫

Ω |η|
2.
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Introducción

Modelos para problema de Imagenes

Prueban que si σ < ‖u0 −
∫

Ω u0‖2 entonces existe un único ḿınimo
en BV ∩ L2 y el problema equivale a minimizar,∫

Ω
(|∇u|+ λ

2
|u − u0|2) dx

para λ = λ(σ, u0) (multiplicador de Lagrange).
(Estamos notando: |Du|(Ω) =

∫
Ω |∇u|.)

Este método es bueno para funciones constantes a trozos.

Problema: Pueden aparecer bordes nuevos.

Difusión isotrópica:
∫

Ω |∇u|2 → suaviza, no preserva bordes.
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Introducción

Otros Modelos

Combinación (Chambolle - Lions):

1

2β

∫
|∇u|<β

|∇u|2 +

∫
|∇u|≥β

((|∇u| − β/2) +
λ

2
|u − u0|2)

Bueno en imagenes donde las zonas homogéneas están separadas
por bordes.

Modelo de Blomgren (97’):∫
Ω

(|∇u|p(|∇u|) +
λ

2
|u − u0|2)

con ĺıms→0 p(s) = 2 y ĺıms→∞ p(s) = 1.

Bueno pero dif́ıcil matemáticamente.



Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

Introducción

Otros Modelos

Combinación (Chambolle - Lions):

1

2β

∫
|∇u|<β

|∇u|2 +

∫
|∇u|≥β

((|∇u| − β/2) +
λ

2
|u − u0|2)

Bueno en imagenes donde las zonas homogéneas están separadas
por bordes.

Modelo de Blomgren (97’):∫
Ω

(|∇u|p(|∇u|) +
λ

2
|u − u0|2)
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Introducción

Otros Modelos

Modelo de Boltz et al (2007):∫
Ω

(|∇u|p(x) +
λ

2
|u − u0|2)

con p = PM(|∇Gδ ∗ u0|) donde M >> 1 y PM un polinomio si
|x | ≤ M, PM(0) = 2 y PM(x) = 1 si |x | > M.
Luego, donde u0 tenga saltos p(x) = 1 y en zonas homogeneas
p(x) = 2.
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Introducción

Otros Modelos

Por ejemplo, si tomamos una imagen I = −χ[−1,0) + χ[0,1) y le
agregamos ruido, p resulta;

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2



Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

Introducción

Otros Modelos

Por ejemplo, si tomamos una imagen I = −χ[−1,0) + χ[0,1) y le
agregamos ruido, p resulta;

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2



Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

Introducción

Problema Continuo

Buscamos aproximar el ḿınimo de

I (u) =

∫
Ω

F (x , u,∇u) dx =

∫
Ω

(
|∇u|p(x)

p(x)
+

λ

q(x)
|u − u0|q(x)) dx

en A = {u ∈W 1,p(·)(Ω) : u = uD en ∂Ω}. Con p(x), q(x), uD y λ
dados.

Espacio:

Lp(·)(Ω) = {u ∈ L1(Ω) :

∫
Ω
|u|p(x) dx <∞},

W 1,p(·)(Ω) = {u ∈W 1,1(Ω) : u,∇u ∈ Lp(·)(Ω)}

Ecuación asociada al problema: ∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
,{

−∆p(x)u = λ(u − u0) en Ω
u = uD en ∂Ω
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Introducción

Galerkin Discontinuo

Galerkin conforme Consiste en construir un subespacio Ah ⊂ A y
minimizar el funcional I sobre Ah.

Galerkin Discontinuo Minimizar el funcional I con un término de
penalización sobre un espacio Ah de funciones discontinuas a
través de los elementos.

• Estos métodos fueron introducidos en los ’70 para ecuaciones
Hiperbólicas.

• También se introdujeron diferentes métodos para ecuaciones
eĺıpticas y parabólicas.

• Recientemente se aplicó para problemas de minimización.
Buffa y Ortner trabajaron en el caso p = constante.
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Introducción

Ejemplo Numérico

Ejemplo en dimensión 1

Ω = [−1, 1], λ = 0 y B = uD(1) = −uD(−1) y

• p(x) es una función lineal a trozos que en 0 vale 1 + ε con
ε << 1,

• p(x) = 2 si |x | > a con a << 1.
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Introducción

Ejemplo Numérico

El problema es,{
∆p(x)u = ((u′)p(x)−1)′ = 0 en (−1, 1)

u(1) = −u(−1) = B

Como u′p(x)−1(x) = contante.

Luego,

• u es lineal en |x | > a

u(x) =

{
C (x − 1) + B en x ≥ a

C (x + 1)− B en x ≤ −a

• |u′(0)| = C
1

(p(0)−1) = C 1/ε →∞ si ε→ 0.
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Introducción

Ejemplo Numérico

Funciones base para Galerkin contino

1x 2x 3x 4x

dimensión del espacio= n.

Funciones base para Galerkin discontino

1x 2x 3x 4x

dimensión del espacio= 2n − 2.
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El espacio W 1,p(·)(Ω)

Propiedades del espacio
Sea p : Ω→ (1,∞), entonces

• Existen c1, c2, α, β tales que

c1

(∫
Ω
|u|p(x)

)α
≤ ‖u‖Lp(·)(Ω) ≤ c2

(∫
Ω
|u|p(x)

)β
.

• Desigualdad de Hölder: Si 1/p(x) + 1/p′(x) = 1 entonces,∫
Ω
|uv | dx ≤ 2‖u‖p(·)‖v‖p′(·).

• Si p(x) ≥ p1 > 1, W 1,p(·)(Ω) es reflexivo.

• Interpolación: si p(x) ≤ r(x) < q(x) exiten C , µ, ν tales que

‖u‖r(·) ≤ C‖u‖µp(·)‖u‖
ν
q(·)
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El espacio W 1,p(·)(Ω)

Si p es log-continua en Ω, i.e, ∀x , y ∈ Ω,

|p(x)− p(y)| ≤ C

(
log

(
e +

1

|x − y |

))−1

• W 1,p(·)(Ω) ↪→ Lq(·)(Ω) es compacta, con 1 ≤ q(x) < p∗(x) .

• W 1,p(·)(Ω) ↪→ Lr(·)(∂Ω) es compacta, con 1 ≤ r(x) < p∗(x)

• Poincaré: ‖u‖Lp(·)(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(·)(Ω) ∀u ∈W
1,p(·)
0 (Ω).

Propiedad

Si p es log- continua, entonces para todo κ ⊂ Ω con diam(κ) = h
se tiene,

hp−−p+ ≤ C ,

con C independiente de h y p− = ḿınκ p y p+ = máxκ p.
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Método numérico

Malla y Espacio discreto

Propiedades de la Malla

• Ω poligonal y (Th)h∈(0,1] familia de particiones Ω de poliedros
κ con hκ =dim(κ) ≤ h.

• Existen C1,C2 tales que

C1hN
κ ≤ |κ| ≤ C2hN

κ .

• Existe C > 0 tal que si e = κ ∩ κ′, hay una bola incluida en
dicho lado con radio Cρe ≥ diam(e) = he .

chκ ≤ he ≤ Chκ, chκ′ ≤ he ≤ Chκ′ .
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Método numérico

Malla y Espacio discreto

Espacio Discreto

W 1,p(·)(Th) = {u ∈ L1(Ω): u|κ ∈W 1,p(·)(κ) para todo κ ∈ Th}

y el subespacio de elementos finitos discontinuo

Sk(Th) = {u ∈ L1(Ω): u|κ ∈ Pk para todo κ ∈ Th}

donde Pk espacio de polinomios de grado a lo sumo k ≥ 1.

−u

−ν

+ν
+u

Definimos:

[[u]] = u+ν+ + u−ν−

y ∇u = el gradiente en cada
elemento.
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Método numérico

Malla y Espacio discreto

Consideramos la seminorma,

|u|W 1,p(·)(Th) = ‖∇u‖Lp(·)(Ω) +
∑

e∈Γint

|‖[[u]]|h
−1

p′(x) ‖Lp(·)(e),

Por ejemplo, si p = 2

‖|[[u]]|h
−1
2 ‖2

L2(e) =

∫
e
|[[u]]|2h−1 ds
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Método numérico

Problema Discreto

Si discretizamos el funcional de la forma,

Ih(vh) =

∫
Ω

F (x , vh,∇uh) dx +

∫
Γint

|[[vh]]|p(x)h1−p(x) ds

+

∫
∂Ω
|vh − uD |p(x)h1−p(x) ds

Problema: discretización inconsistente para el gradiente.

Tenemos que, para toda φ ∈ (C 1
0 (Ω))N ,

−
∫

Ω
uhdivφ dx =

∫
Ω
∇uh · φ dx −

∫
Γint

[[uh]] · φ ds.

Lo que nos dice que hay una contribución de los saltos en el
gradiente distribucional.
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Problema Discreto

Para ello, Eyck- Lew usan el operador de levantamieno,
R : W 1,p(·)(Th)→ (Sk(Th))N definido de la forma∫

Ω
R(u) · φ dx = −

∫
Γint

[[u]] · {φ} ds para φ ∈ (Sk(Th))N

donde {φ} es el promedio de la función sobre cada e ∈ Γint .

Por ejemplo, si R(u) es constante en cada elemento

R(u)|κ = |κ|−1

∫
∂κ\∂Ω

[[uh]] ds ∀κ ∈ Th
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Problema Discreto

Luego basandonos en el trabajo de Buffa-Ortner (para el caso
p=constante), proponemos el funcional

Ih(vh) =

∫
Ω

(|∇vh + R(vh)|p(x) + |vh − u0|q(x)) dx

+

∫
Γint

|[[vh]]|p(x)h1−p(x) ds +

∫
∂Ω
|vh − uD |p(x)h1−p(x) ds

Problema discreto: Encontrar uh ∈ Sk(Th) tal que,

ḿın
vh∈Sk (Th)

Ih(vh) = Ih(uh)

y ver en que sentido uh → u con I (u) = minv∈AI (v), donde

A = {v ∈W 1,p(·)(Ω) : v − uD ∈W
1,p(·)
0 (Ω)}.
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Problema Discreto

Probamos para el operador de levantada,

Lema
Sea p : Ω→ : [1,∞) log-Hölder continua en Ω, luego existe C tal
que ∀h ∈ (0, 1].

‖R(u)‖Lp(·)(Ω) ≤ C‖h−1/p′(x)|[[u]]|‖Lp(·)(Γint) ∀u ∈W 1,p(·)(Th).

Lema
Existe C1 tal que para todo κ ∈ Th, tenemos que ∀h ∈ (0, 1],

‖R(u)‖Lp(·)(κ) ≤ C1‖h−1/p′(x)|[[u]]|‖Lp(·)(κ∩Γint) ∀u ∈W 1,p(·)(Th).
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Operador de Reconstrucción

Podemos probar que,

Lema
Para todo p : [1,∞)→ R, existe C , independente de h tal
que,∀h ∈ (0, 1],

|Du|(Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th) ∀u ∈W 1,p(·)(Th)

Problema con la compacidad

• BV (Ω) ⊂ L1(Ω) compacto.

• El operador de traza T : BV (Ω)→ L1(∂Ω) no es compacto.
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Definición (Buffa- Ortner)

Sea λz la base estandard de P1 y Qh : Sk(Th)→W 1,∞(Ω)
definido como

Qhu =
∑
z∈Nh

πz(u)λz .

Donde πz : BV (Ω)→ R es el operador de proyección local:

)()()(
zzBz uu ρπ =

)( zzB ρ
zT

Cumple que si hz = diam(Tz),

‖u − πz(u)‖L1(Tz ) ≤ Chz |Du|(Tz).

hz ∼ hκ∀κ ∈ Tz .
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Operador de Reconstrucción

Teorema

1 El operador Qh satisface que para toda u ∈ Sk(Th),

(1) ‖u − Qh(u)‖Lp∗(·)(Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th)

(2) ‖u − Qh(u)‖Lp∗(·)(∂Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th)

(3) ‖∇Qh(u)‖Lp(·)(Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th)

(4)
∫
∂Ω
|u − Qh(u)|r(x) dx ≤ Chα|u|β

W 1,p(·)(Th)
si r(x) ≤ p∗(x).

Con α = 0 si r(x) = p∗(x).

2 Probar “Poincaré”para el espacio discreto,

‖u‖Lp∗(·)(Ω) ≤ C (‖u‖L1(Ω) + |u|W 1,p(·)(Th)) ∀u ∈ Sk(Th)

Sale usando,
• La desigualdad (1).
• La desigualdad de Poincaré para W 1,p(·)(Ω) y BV (Ω).
• Usando que |Du|(Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Ω).
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Operador de Reconstrucción

Idea de la demostración de ‖Qh(u)− u‖Lp∗(·)(Ω) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th):

• Acotar localmente

‖u − Qh(u)‖Lp∗(·)(κ) ≤ C |u|W 1,p(·)(Th∩Tκ)

• Usando ‖u‖Lq(·)(κ) ≤ Ch
N/q−−N/p−
κ ‖u‖Lp(·)(κ) ∀u ∈ Sk(Th)

• Usando la acotación del operador de proyección local.

• Acotación Global Suponemos |u|W 1,p(·)(Th) ≤ 1,

Usamos

∫
κ
|u − Qh(u)|q(x) dx ≤ C |u|q−

W 1,p(·)(Th∩Tκ)
.

Si A = {κ : ‖∇u‖Lp(·)(κ) ≥ h
N/q−
κ } podemos probar,

si κ ∈ A⇒ ‖∇u‖q−
Lp(·)(κ)

≤ C‖∇u‖q+

Lp(·)(κ)
≤
∫
κ
|∇u|p(x) dx .
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Operador de Reconstrucción

Como
A = {κ ∈ Th : ‖∇u‖Lp(·)(κ) ≥ hN/q−

κ }

y ∑
κ∈Th

hN
κ ≤ C

∑
κ∈Th

|κ| = C |Ω|,

Entonces,∑
κ∈Th

‖∇u‖q−
Lp(·)(κ)

≤ C
∑
κ∈A

∫
κ
|∇u|p(x) dx +

∑
κ∈Ac

hN
κ ≤ C
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Método numérico

Convergencia del Método

Finalmente se tiene la compacidad:

Teorema
Si (‖uh‖L1(Ω) + |uh|W 1,p(·)(Th)) ≤ C entonces existe u ∈W 1,p(·)(Ω),

(5) uhj
→ u en Lq(·)(Ω) si q(x) < p∗(x)

(6) uhj
→ u en Lr(·)(∂Ω) si r(x) < p∗(x)

Demostración.
La demostración de (5) sale usando la compacidad de
BV (Ω) ⊂ L1(Ω) + Poincaré para Sk(Th) + interpolación.
Para la demostración de (6) no tenemos compacidad, por lo tanto
usamos Traza para W 1,p(·)(Ω) y las desigualdades (3) y (4),∫

∂Ω
|uh − Qh(uh)|r(x) dx ≤ Chα|uh|βW 1,p(·)(Th)

,

donde α > 0.
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Recordemos,

Ih(vh) =

∫
Ω

(|∇uh + R(vh)|p(x) + |vh − u0|q(x)) dx

+

∫
Γint

|[[vh]]|p(x)h1−p(x) ds +

∫
∂Ω
|vh − uD |p(x)h1−p(x) ds

Teorema (Coercividad)

Si Ih(uh) ≤ C entonces

sup
h∈(0,1]

(‖uh‖L1(Ω) + |uh|W 1,p(·)(Th)) <∞,

y

sup
h∈(0,1]

(

∫
∂Ω
|uh − uD |p(x)h1−p(x) ds) <∞.
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Convergencia del Método

Teorema (Convergencia)

Para todo h ∈ (0, 1], sea uh un minimizante de Ih y u minimizante
de I en A. Luego,

uh → u en Lq(·)(Ω) ∀ 1 ≤ q(x) < p∗(x),

∇uh ⇀ ∇u débil en Lp(·)(Ω),

Ih(uh)→ I (u),∫
ΓD

|uh − uD |p(x)h1−p(x) dS +

∫
Γint

|[[uh]]|p(x)h1−p(x) dS → 0.
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Conclusión y preguntas

Problema Numérico

• Obtenemos convergencia del método de Galekin Discontinuo y
en la práctica funciona mejor cuando p(x) toma valores
cercanos a 1.

• Construir ejemplos en dimensión 2.

• Ver métodos que encuentren mas eficientemente ḿınimos de
funciones en dimensiones grandes.

• Nos gustaŕıa estudiar el problema en el caso en que p = 1 en
algúna región.

Problema de procesamiento de imagenes

• Tenemos algunos resultados preliminares en dimensión 1:
Imagen+ruido→ Construcción de p(x)→ Método de Galekin
discontinuo→ uh. Comparar Imagen con uh.

• Nos interesa en este caso implementarlo para imagenes en
dimensión 2.
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Conclusión y preguntas

Gracias!
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