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|—Introducr:ic'm

|—Modelos para problema de Imagenes

Dada una imagen
up =1+

con | imagen real, ruido, el objetivo es recuperar la imagen /.

P-L-Lions-Rudin-Osher ('92) proponen; Minimizar [, [Vu|, con

/u-/uO /|u—uoy2 o2

De hecho, en general

n(x) es una funcién que representa ruido blanco
Jan=0yao*= [onl*.
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Prueban que si o < |lug — [, tol|2 entonces existe un tinico minimo
en BV N L? y el problema equivale a minimizar,

para A = \(o, up) (multiplicador de Lagrange).
(Estamos notando: |Du|(Q) = [, |Vul.)
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|—Introduct:ic'm

|—Modelos para problema de Imagenes

Prueban que si o < |lug — [, tol|2 entonces existe un tinico minimo
en BV N L? y el problema equivale a minimizar,

para A = \(o, up) (multiplicador de Lagrange).
(Estamos notando: |Du|(Q) = [, |Vul.)

Problema:

Difusién isotrépica: [, [Vul> —
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|—Introduct:ic'm
L 0Otros Modelos

Combinacién (Chambolle - Lions):

1

A
— 2 — B/ + XMy — unl?
25 Joues T /Wﬁ((w 5/2) + 5lu— uof?)

Modelo de Blomgren (97'):
A
J0vulPI7D 4 Zju — wof?)
Q 2

con lims_o p(s) =2y lims_ p(s) = 1.



Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

|—Introducr:ic'm
L 0Otros Modelos

Modelo de Boltz et al (2007):

A
096l + Slu = wof?)

con p = Puy(|VGs * up|) donde M >> 1y Py un polinomio si
x| <M, Py(0) =2y Py(x)=1si|x| > M.
Luego, donde up tenga saltos p(x) = 1 y en zonas homogeneas

p(x) =2.
9
2 8l
L
18
ol
16 9
= =
g 4
Q.E O\ﬁ
14 al
ol
1.2
all
1 0
v -1 L L L L L L L L L
0 2 hd o LY L) 220 205 -04 03 -02 01 0 01 02 03 04 05



R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R REE R EEE RS,
Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

L Introduccién
L Otros Modelos




R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R REE R EEE RS,
Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

L Introduccién
L Otros Modelos




Método de Galerkin discontinuo para el p(x)- Laplaciano

|—Introduct:ic'm

L Problema Continuo

Buscamos aproximar el minimo de

en A= {ue WHO)(Q): u= up en dQ}. Con p(x),q(x), up y A
dados.

Espacio:

1POQ) = {u e L1Q) : / 1u[P%) dx < oo},
Q
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|—Introduct:ic'm

L Problema Continuo

Buscamos aproximar el minimo de

en A= {ue WHO(Q): u=up en 0Q}. Con p(x),q(x), up y A
dados.

Espacio:

1POQ) = {u e L1Q) : / 1u[P%) dx < oo},
Q

Ecuacién asociada al problema: A, yu = div (|VU|P(X)_2VU),
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L Galerkin Discontinuo

Consiste en construir un subespacio A, C Ay
minimizar el funcional / sobre Aj,.

Minimizar el funcional / con un término de
penalizacién sobre un espacio A}, de funciones discontinuas a
través de los elementos.
Estos métodos fueron introducidos en los '70 para ecuaciones
Hiperbdlicas.
También se introdujeron diferentes métodos para ecuaciones
elipticas y parabdlicas.
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|—Introduct:ic'm

L Galerkin Discontinuo

Consiste en construir un subespacio A, C Ay
minimizar el funcional / sobre Aj,.

Minimizar el funcional / con un término de
penalizacién sobre un espacio A}, de funciones discontinuas a
través de los elementos.

Estos métodos fueron introducidos en los '70 para ecuaciones
Hiperbdlicas.

También se introdujeron diferentes métodos para ecuaciones
elipticas y parabdlicas.

Recientemente se aplicé para problemas de minimizacién.
Buffa y Ortner trabajaron en el caso p = constante.
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|—Introduct:ic'm

L Ejemplo Numérico

Q=[-1,1, A=0y B=up(l) = —up(-1)y

p(x) es una funcién lineal a trozos que en 0 vale 1 + ¢ con
e <<1,

p(x) =2si x| > acona<<l.
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|—Introduct:ic'm

L Ejemplo Numérico

El problema es,

Como u/PX)=1(x) = contante.
Luego,

u es lineal en |x| > a

C(x—1)+Benx>a

u(x) =
C(x+1)—Benx<—a

16/(0)] = CTOT = C/e = 00 si € — 0.
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|—Introduct:it:'m

L Ejemplo Numérico

% X, X, X,

dimensién del espacio= n.

% X, Xq X,

dimension del espacio= 2n — 2.
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Le espacio W1:P()(Q)

Sea p: Q — (1, 00), entonces

Existen ¢, ¢, v, (3 tales que
a B
c1 (/ |u|P(X)) < ||u||LP(‘)(Q) <o </ |u|P(X)) .
Q Q
Si 1/p(x) + 1/p'(x) = 1 entonces,

/Q juv] dx < 2|l IV,

Si p(x) > p1 > 1, WHPO)(Q) es reflexivo.
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Le espacio W1:P()(Q)

Sea p: Q — (1, 00), entonces

Existen ¢, ¢, v, (3 tales que

ey B
C1 (/ |u|P(X)) < ||u||LP(‘)(Q) <o (/ |u|P(X)) .
Q Q

Si 1/p(x) + 1/p'(x) = 1 entonces,

/Q juv] dx < 2|l IV,

Si p(x) > p1 > 1, WHPO)(Q) es reflexivo.
si p(x) < r(x) < q(x) exiten C, p, v tales que

lulligy < Cllull, lulls
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Le espacio W1:P()(Q)

Si p es log-continua en Q, i.e, Vx,y € Q,

WLPO)(Q) — L90)(Q) es compacta, con 1 < g(x) < p*(x) .
WLPO)(Q) — L")(9Q) es compacta, con 1 < r(x) < p.(x)
Poincaré: ||ull o)) < ClIVull () Yu € Wol’p(')(Q).

Si p es log- continua, entonces para todo k C S con diam(k) = h
se tiene,

con C independiente de h y p_ = min, p y p1 = max, p.
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|—Malla y Espacio discreto

Q poligonal y (75)he(0,1) familia de particiones Q de poliedros
k con h, =dim(k) < h.
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L Meétodo numérico

|—Malla y Espacio discreto

Q poligonal y (75)he(0,1) familia de particiones Q de poliedros
k con h, =dim(k) < h.

Existen C;, C, tales que

Existe C > 0 tal que si e = kN «/, hay una bola incluida en
dicho lado con radio Cpe > diam(e) = he.
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L Método numérico

|—Malla y Espacio discreto

WLP(')(’];,) ={uelXQ): u. € lep(')(n) para todo k € 7p}

y el subespacio de elementos finitos discontinuo

donde P* espacio de polinomios de grado a lo sumo k > 1.
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L Método numérico

|—Malla y Espacio discreto

WLP(')(’];,) ={uelXQ): u. € lep(')(n) para todo k € 7p}

y el subespacio de elementos finitos discontinuo

donde P* espacio de polinomios de grado a lo sumo k > 1.

ut [v] =uv vt +u v

y Vu = el gradiente en cada
u elemento.
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L Método numérico

|—Malla y Espacio discreto

Consideramos la seminorma,

|u|W11P(')(Th) = ”VUHLP(')(Q) + )

Por ejemplo, si p =2

=1 _
0D oy = / [ul2h~ ds
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In(vh) = /Q F(x, vh, Vup) dx
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Si discretizamos el funcional de la forma,

In(vp) = /Q F(x, vh, Vup) dx

Tenemos que, para toda ¢ € (C}H(Q))V,

—/uhdivd)dx:/Vuh-qbdx—
Q Q

Lo que nos dice que hay una contribucién de los saltos en el
gradiente distribucional.
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Para ello, Eyck- Lew usan el :
R : WYPO)(T) — (S%(T5))V definido de la forma

/ R(u)- ¢ dx = — / [l - {6} ds para ¢ € (SH(T))"
Q Cint

donde {¢} es el promedio de la funcién sobre cada e € [jp;.
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Para ello, Eyck- Lew usan el :
R : WYPO)(T) — (S%(T5))V definido de la forma

/ R(u)- ¢ dx = — / [l - {6} ds para ¢ € (SH(T))"
Q Cint

donde {¢} es el promedio de la funcién sobre cada e € [jp;.

Por ejemplo, si R(u) es constante en cada elemento

R(u)], = |K,|1/ [u]ds Ve T
Or\OQ
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|—Problema Discreto

Luego basandonos en el trabajo de Buffa-Ortner (para el caso
p=constante), proponemos el funcional

In(vh) :/Q(yv\/,,Jr PO 4 |vy, — wo|9X)) dx
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Luego basandonos en el trabajo de Buffa-Ortner (para el caso
p=constante), proponemos el funcional

In(vh) :/Q(yv\/,,Jr PO 4 |vy, — wo|9X)) dx

y ver en que sentido up — u con /(u) = min,c4/(v), donde

A={veWO(Q):v—upe W)
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Probamos para el operador de levantada,

Sea p:Q —: [1,00) log-Hélder continua en 2, luego existe C tal
que Yh € (0,1].

IR(W) sty < CIAP Nl o,y Y € WHPO(T).
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L Método numérico

|—Problema Discreto

Probamos para el operador de levantada,

Sea p:Q —: [1,00) log-Hélder continua en 2, luego existe C tal
que Yh € (0,1].

IR(W) sty < CIAP Nl o,y Y € WHPO(T).

Existe Cy tal que para todo k € Ty, tenemos que Yh € (0, 1],

IR() oty < CllE™ PNl oo urryyy Vo € WHPO(T).
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Podemos probar que,

Para todo p: [1,00) — R, existe C, independente de h tal
que¥h € (0,1],

|Dul(Q) < Clulyrpogy Yue WHPO(T,)
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Podemos probar que,

Para todo p: [1,00) — R, existe C, independente de h tal
que¥h € (0,1],

|Dul(Q) < Clulyrpogy Yue WHPO(T,)

BV(R) c L}(Q) compacto.
El operador de traza T : BV(Q) — L1(99Q) no es compacto.
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Sea )\, la base estandard de P! y Qp: Sk(’]',,) — W1:°°(Q)

definido como
Qpu = Z T2 (u)Az.
ZGN;,

Donde es el operador de proyeccion local:

B,(p,)

/\ Cumple que si h, = diam(T,),

\/ hy ~ hVk € Ts.

)=,
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

1 El operador Qy, satisface que para toda u € S(Ty),
u— Qh(u)”LP*(')(Q) < C|U|W1:P(')(’Th)
v — Qn(u)llLoer(00) < Clulwreo) ()
||VQh(U)||LP(<)(Q) < C|U|W1,p(«)(Th)
Jog It — Qu(u)|"™) dx < Cha|”|€vlw(<)(7’h) si r(x) < pi(x).
Con o = 0 si r(x) = p«(x).
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

1 El operador Qy, satisface que para toda u € S(Ty),
u— Qh(u)”LP*(-)(Q) < C|U|W1,p(-)(7,,)
||U — Qh(u)| Lr=(-)(0Q) < C|U|W1,p(.)(7—h)
||VQh(U)||LP(-)(Q) < C|U|W1,p(«)(7h)
Jog It — Qu(u)|"™) dx < Cha|”|€vlw(<)(7’h) si r(x) < pi(x).
Con o = 0 si r(x) = p«(x).

el

2 Probar “Poincaré” para el espacio discreto,

lullprir) < CUlull @) + lulwirog)) Yu € S"(7h)

Sale usando,
La desigualdad
La desigualdad de Poincaré para WP()(Q) y BV(Q).
Usando que |Du|(2) < Clulwre)(q)-
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Idea de la demostracién de || Qn(u) — ull o)) < Clulwiro(z,):

[t = Qu(u)ll 2wy < Clulwreor T,

Usando [|ufl ety < Che/ T NP~ |lull sy Yu € SK(Th)
Usando la acotacién del operador de proyeccién local.
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Idea de la demostracién de || Qn(u) — ull o)) < Clulwiro(z,):

[t = Qu(u)ll 2wy < Clulwreor T,

Usando [|ufl ety < Che/ T NP~ |lull sy Yu € SK(Th)
Usando la acotacién del operador de proyeccién local.

Suponemos |“|W1~P(->(T,,) <1,

Usamos /’€|U — Qn(1)| 7 dx < Clu WA (T T
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Idea de la demostracién de || Qn(u) — ull o)) < Clulwiro(z,):

[t = Qu(u)ll 2wy < Clulwreor T,

Usando [|ufl ety < Che/ T NP~ |lull sy Yu € SK(Th)
Usando la acotacién del operador de proyeccién local.

Suponemos |“|W1~P(-)(T,,) <1,

Usamos /’€|U — Qn(u)|9) dx < ClulisoznT,):

Si podemos probar,

sik € A= ||Vu|

Z;(-)(,.;) < C[|Vul CL’:(-)(,{) = A ’VU’p(x) dx.
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Como
A={k€Th: |Vullipore = h}

SN <C> Ikl =clQl,

k€Th k€T
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L Método numérico

|—Operador de Reconstruccién

Como
A={k€Th: |Vullipore = h}

SN <C> Ikl =clQl,

k€Th k€T

Entonces,
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L Método numérico

|—Convergencia del Método

Finalmente se tiene la compacidad:

Si (l|unllir@) + |unlwreer (7)) < € entonces existe u € Wr()(Q),
Up, — U en LIC)(Q) si g(x) < p*(x)
Up, — U en L") (09) si r(x) < ps(x)
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L Método numérico

|—Convergencia del Método

Finalmente se tiene la compacidad:

Si (l|unllir@) + |unlwreer (7)) < € entonces existe u € Wr()(Q),
Up, — U en LIC)(Q) si g(x) < p*(x)
Up; — U en L") (09) si r(x) < ps(x)

La demostracién de sale usando la compacidad de
BV(Q) c LY(Q) + Poincaré para SX(7;,) + interpolacién.
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L Método numérico

|—Convergencia del Método

Finalmente se tiene la compacidad:

Si (l|unllir@) + |unlwreer (7)) < € entonces existe u € Wr()(Q),
Up, — U en LIC)(Q) si g(x) < p*(x)
Up; — U en L") (09) si r(x) < ps(x)

La demostracién de sale usando la compacidad de

BV(Q) c LY(Q) + Poincaré para SX(7;,) + interpolacién.

Para la demostracion de no tenemos compacidad, por lo tanto
usamos Traza para W1P()(Q) y las desigualdades (4

1= @ulun) ) d < BNty

donde o > 0.
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L Método numérico

|—Convergencia del Método

Recordemos,

In(vh) :/Q(|VU,,+ 1PC) 1 vy, — p|9™)) dx

Si In(up) < C entonces

sup ([lunllir(@) + lunlwreerz)) < 00,

)

sup ([ |up— up|PPAP) ds) < oo,
he(0,1] JoQ
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L Método numérico

|—Convergencia del Método

Para todo h € (0,1], sea up un minimizante de I y u minimizante
de | en A. Luego,
up—u  en L9(Q) V1< g(x)< p(x),
Vup, — Vu débil en LPV)(Q),
In(un) — 1(u),

lup — up[POIRT=PL) gs 4+ / L] PO BP0 ds = o,
I'p Cint
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|—Conr:lusién y preguntas

Obtenemos convergencia del método de Galekin Discontinuo y
en la practica funciona mejor cuando p(x) toma valores
cercanos a 1.
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|—Conr:lusién y preguntas

Obtenemos convergencia del método de Galekin Discontinuo y
en la practica funciona mejor cuando p(x) toma valores
cercanos a 1.

Construir ejemplos en dimensién 2.

Ver métodos que encuentren mas eficientemente minimos de
funciones en dimensiones grandes.

Nos gustaria estudiar el problema en el caso en que p =1 en
algtina regioén.
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Obtenemos convergencia del método de Galekin Discontinuo y
en la practica funciona mejor cuando p(x) toma valores
cercanos a 1.

Construir ejemplos en dimensién 2.

Ver métodos que encuentren mas eficientemente minimos de
funciones en dimensiones grandes.

Nos gustaria estudiar el problema en el caso en que p =1 en
algtina regioén.

Tenemos algunos resultados preliminares en dimensién 1:
Imagen+ruido— Construccién de p(x) — Método de Galekin
discontinuo— uy,. Comparar Imagen con uy,.
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Obtenemos convergencia del método de Galekin Discontinuo y
en la practica funciona mejor cuando p(x) toma valores
cercanos a 1.

Construir ejemplos en dimensién 2.

Ver métodos que encuentren mas eficientemente minimos de
funciones en dimensiones grandes.

Nos gustaria estudiar el problema en el caso en que p =1 en
algtina regioén.

Tenemos algunos resultados preliminares en dimensién 1:
Imagen+ruido— Construccién de p(x) — Método de Galekin
discontinuo— up. Comparar Imagen con up.

Nos interesa en este caso implementarlo para imagenes en
dimensién 2.
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Gracias!
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