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Preliminares.

Problema inverso: hallar x en una ecuación de la forma

Tx = y

T ∈ L(X ,Y), X , Y espacios de Hilbert de dim. infinita; R(T ) no cerrado;
y : dato dado.

T † no acotada ⇔ Problema “mal condicionado”⇒ REGULARIZAR.

Regularización de T †: aproximar T † por una flia. de op. continuos {Rα} tal que

Rα yδ → T †y

cuando δ → 0+ y α se elige “apropiadamente”.
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Preliminares.

x†
.

= T †y =

∫ ‖T‖2+

0

1

λ
dEλT ∗y

{Eλ} flia. espectral asociada a T ∗T .

Familia de Regularización Espectral {Rα}α∈(0,α0):

Rα
.

=

∫ ‖T‖2+

0

gα(λ) dEλT ∗

gα : [0, ‖T‖2]→ R, ∀λ ∈ [0, ‖T‖2], ĺım
α→0+

gα(λ) = 1
λ ,

∀α ∈ (0, α0), gα continua por tramos y ∃C > 0 tal que

|λgα(λ)| ≤ C ∀λ ∈ [0, ‖T‖2].

{gα}α∈(0,α0): Método de Regularización Espectral (MRE)
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α→0+

gα(λ) = 1
λ ,

∀α ∈ (0, α0), gα continua por tramos y ∃C > 0 tal que

|λgα(λ)| ≤ C ∀λ ∈ [0, ‖T‖2].

{gα}α∈(0,α0): Método de Regularización Espectral (MRE)

3 / 26



Preliminares.

x†
.

= T †y =

∫ ‖T‖2+

0

1

λ
dEλT ∗y

{Eλ} flia. espectral asociada a T ∗T .

Familia de Regularización Espectral {Rα}α∈(0,α0):

Rα
.

=

∫ ‖T‖2+

0

gα(λ) dEλT ∗

gα : [0, ‖T‖2]→ R, ∀λ ∈ [0, ‖T‖2], ĺım
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Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞

⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Calificación clásica (A. Neubauer, 1994)

{gα} MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ),

I(gα)
.

= {µ ≥ 0 : ∀λ ≥ 0,∃ k > 0, λµ |rα(λ)| ≤ k αµ ∀α ∈ (0, α0)}

µ0
.

= sup
µ∈I(gα)

µ

0 < µ0 < +∞ ⇒ {gα} posee “calificación clásica de orden µ0”.

Lema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE con calificación clásica de orden µ0. Si
x† ∈ R((T ∗T )µ0 ) entonces

∥∥Rαy − x†
∥∥ = O(αµ0 ) cuando α→ 0+.

4 / 26



Calificación. Calificación clásica.

Supuestos a-priori sobre
x† → “conjuntos fuente”.

m

Mejor “orden de convergencia”
de
∥∥Rαy − x†

∥∥ como función de α.

⇓

Calificación de un MRE.
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Calificación. Calificación - Calificación máxima.

Calificación - Calificación máxima
(P. Mathé, S. V. Pereverzev, 2003)

Definición

Sea ρ : (0, a]→ (0,∞) creciente.

El MRE {gα} posee “calificación” ρ si ∃ γ ∈ (0,∞) tal que

sup
λ∈(0,a]

|rα(λ)| ρ(λ) ≤ γ ρ(α) ∀ α ∈ (0, a]. clásica

Definición

El MRE {gα} posee “calificación máxima” ρ si ρ es calificación según M-P y
además, ∀ λ ∈ (0, a] ∃ c

.
= c(λ) > 0 tal que

ı́nf
α∈(0,a]

|rα(λ)|
ρ(α)

≥ c .
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Calificación. Calificación generalizada para MRE.

Calificación generalizada para MRE

Sean {gα} un MRE, rα(λ)
.

= 1− λgα(λ), ρ ∈ O y s ∈ S

(s, ρ) es un “par débil fuente-orden para {gα}” si

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= O(1) cuando α→ 0+, ∀ λ > 0. (2.1)

(s, ρ) es un “par fuerte fuente-orden para {gα}” si se satisface (2.1) y

ĺım sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

> 0 ∀ λ > 0.

(ρ, s) es un “par orden-fuente para {gα}” si existen γ > 0 y
h : (0, α0)→ R+, ĺım

α→0+
h(α) = 0 tales que

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≥ γ ∀ λ ∈ [h(α),+∞).
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Calificación. Calificación generalizada para MRE.

Niveles de Calificación

ρ es “calificación generalizada o débil de {gα}” si ∃ s tal que (s, ρ) es par
débil fuente-orden para {gα}.

ρ es “calificación fuerte de {gα}” si ∃ s tal que (s, ρ) es par fuerte
fuente-orden para {gα}.

ρ es “calificación óptima de {gα}” si ∃ s tal que (s, ρ) es par
fuerte fuente-orden y (ρ, s) es par orden-fuente para {gα}.
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Saturación.

Saturación (A. Neubauer, 1994)

Teorema

Sean X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), R(T ) no cerrado y {gα} un MRE con
calificación clásica de orden µ0 tal que µ0 verifica la condición y gα satisface

hipótesis . Si α(δ, yδ) es una regla de elección de parámetro tal que

sup
yδ∈Y

{∥∥∥xδα(δ,yδ) − x†
∥∥∥ :
∥∥Q(y − yδ)

∥∥ ≤ δ} = o
(
δ

2µ0
2µ0+1

)
, δ → 0+

entonces x†
.

= T †y = 0. (Q : Y ⊥−→ R(T ).)

Saturación de {Rα}.

⇓

Mejor orden de convergencia del error total.
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Saturación. Saturación de MR arbitrarios

Contexto-Saturación global

Definición

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Rα}α∈(0,α0) flia. de op. de reg. para T †.
Error total de {Rα}α∈(0,α0) en x ∈ X para δ > 0:

Etot
{Rα}(x , δ)

.
= ı́nf
α∈(0,α0)

sup
yδ∈Bδ(Tx)

∥∥Rαyδ − x
∥∥ .

T invertible, M ⊂ X , a > 0, ψ : M × (0, a)→ R+.
ψ ∈ FM si:

(i) ĺım
δ→0+

ψ(x , δ) = 0 ∀ x ∈ M,

(ii) ψ(x , ·) continua y creciente ∀ x ∈ M.

Nota

Etot
{Rα} ∈ FM .
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Saturación. Saturación de MR arbitrarios

Definición

Sea M ⊂ X , ψ : M × R+ → R+ es una “cota superior de convergencia para el
error total de {Rα} en M” si

∀ x ∈ M Etot
{Rα} = O(ψ(x , δ)) cuando δ → 0+.

Definición

M, M̃ ⊂ X , ψ ∈ FM y ψ̃ ∈ FM̃ .

• ψ
M,M̃
� ψ̃ si existen d > 0 y k : M × M̃ → (0,∞) tales que

ψ(x , δ) ≤ k(x , x̃) ψ̃(x̃ , δ) ∀ x ∈ M, ∀ x̃ ∈ M̃, ∀ δ ∈ (0, d).

• ψ
M,M̃
≈ ψ̃ si ψ

M,M̃
� ψ̃ y ψ̃

M̃,M
� ψ.

Definición

M ⊂ X , ψ ∈ FM , ψ es invariante sobre M si ψ
M,M
≈ ψ.
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Saturación. Saturación de MR arbitrarios

Saturación global

Definición

MS ⊂ X , ψS ∈ UMS
(Etot
{Rα}),

ψS es “función de saturación global de {Rα} sobre MS” si:

(S1) Para todos x∗ ∈ X , x∗ 6= 0, x ∈ MS , ĺım sup
δ→0+

Etot{Rα}(x∗,δ)

ψS (x,δ) > 0.

(S2) ψS es invariante sobre MS .

(S3) No existen M̃ % MS y ψ̃ ∈ UM̃(Etot
{Rα}) tales que ψ̃ satisfaga (S1) y (S2) con

MS = M̃ y ψS = ψ̃.
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Saturación. Saturación de MRE con calificación clásica.

Saturación de MRE con calificación clásica.

Teorema

X , Y Hilbert, T ∈ L(X ,Y), R(T ) no cerrado, {gα} MRE que satisface hip. ,
‖gα(·)‖∞ = O(1/

√
α), α→ 0+.

Si {gα}α∈(0,α0), α0
.

= ḿın{λ1,
λ1

c }, posee calificación clásica de orden µ0 y µ0

satisface la condición , entonces

ψµ0 (x , δ)
.

= δ
2µ0

2µ0+1 para x ∈ Xµ0

.
= R((T ∗T )µ0 ) \ {0} y δ > 0,

es saturación de {Rα} sobre Xµ0 . Teor.
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Saturación. Saturación de MRE con calificación máxima.

Saturación de MRE con calificación máxima.

Teorema

X , Y Hilbert, T : X → Y lineal y compacto, {gα} MRE que satisface hip. ,
‖gα(·)‖∞ = O(1/

√
α), α→ 0+.

Si {gα}α∈(0,α0) posee calificación máxima ρ estrictamente creciente, de tipo

superior local β para algún β ≥ 0 tal que condición y Θ(t)
.

=
√

tρ(t) entonces

ψ(x , δ)
.

= (ρ ◦Θ−1)(δ) para x ∈ X ρ .
= R(ρ(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)), es

función de saturación de {Rα}α∈(0,α0) sobre X ρ.
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Teorema

X , Y Hilbert, T : X → Y lineal y compacto, {gα} MRE que satisface hip. ,
‖gα(·)‖∞ = O(1/

√
α), α→ 0+.
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Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.

Saturación de MRE con calificación óptima.

Dados {gα} y ρ ∈ O, definimos

sρ(λ)
.

= ĺım inf
α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| para λ ≥ 0.

Teorema

X , Y Hilbert, T : X → Y lineal y compacto, {gα} MRE que satisface hip. ,
‖gα(·)‖∞ = O(1/

√
α), α→ 0+.

Si {gα}α∈(0,α0) posee calificación óptima ρ de tipo superior local β para algún

β ≥ 0 y Θ(t)
.

=
√

tρ(t) entonces

ψ(x , δ)
.

= (ρ ◦Θ−1)(δ) para x ∈ X sρ
.

= R(sρ(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)), es
función de saturación de {Rα}α∈(0,α0) sobre X sρ .
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Si {gα}α∈(0,α0) posee calificación óptima ρ de tipo superior local β para algún

β ≥ 0 y Θ(t)
.

=
√

tρ(t) entonces

ψ(x , δ)
.

= (ρ ◦Θ−1)(δ) para x ∈ X sρ
.

= R(sρ(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)), es
función de saturación de {Rα}α∈(0,α0) sobre X sρ .
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Si {gα}α∈(0,α0) posee calificación óptima ρ de tipo superior local β para algún

β ≥ 0 y Θ(t)
.

=
√

tρ(t) entonces

ψ(x , δ)
.

= (ρ ◦Θ−1)(δ) para x ∈ X sρ
.

= R(sρ(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)), es
función de saturación de {Rα}α∈(0,α0) sobre X sρ .

15 / 26



Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.
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Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.

Lema

Sean {gα} MRE tal que ‖gα(·)‖∞ = O(1/
√
α), α→ 0+, (s, ρ) par débil

fuente-orden para {gα}, ρ continua.

Entonces ψ(x , δ)
.

= (ρ ◦Θ−1)(δ) para
x ∈ X s .

= R(s(T ∗T )) \ {0} y δ ∈ (0,Θ(α0)) es cota superior de convergencia
para el error total de {Rα} en X s .

Lema

(Resultado rećıproco.) Sean {gα} MRE que satisface hip. excepto b) , (ρ, s) par
orden-fuente para {gα}, ρ de tipo superior β para algún β ≥ 0. Si para algún
x ∈ X se tiene que

sup
yδ∈Bδ(Tx)

ı́nf
α∈(0,α0)

∥∥Rαyδ − x
∥∥ = O(ρ(Θ−1(δ))) cuando δ → 0+,

entonces x ∈ R(s(T ∗T )).
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Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.

Ejemplo

Metodo de regularización de Tikhonov-Phillips {gα}α∈(0,α0),

gα(λ) =
1

λ+ α
,

ρ(α) = α es calificación óptima, h(α) = α, sρ(λ) = λ.
Se verifican todas las hip. del teorema de saturación. Entonces

ψ(x , δ) = ρ(Θ−1(δ)) = δ
2
3

para x ∈ X sρ = R(T ∗T ) \ {0}, δ ∈
(

0, α
3
2
0

)
es saturación de {gα}α∈(0,α0) sobre

X sρ .
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Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.

Ejemplo

(Casi...) {gα}α∈(0,α0), α0 < e−1, donde

gα(λ)
.

=
1 + (logα)−1

λ− (logα)−1

es un MRE con calificación óptima ρ(α) = −(logα)−1,

h(α) = −(logα)−1,
sρ(λ) = λ

1+λ .

Se verifican todas las hip. del teorema de saturación excepto la hip. d).

Entonces,
ψ(x , δ) = ρ(Θ−1(δ))

es saturación de {gα}α∈(0,α0) sobre R(sρ(T ∗T )) \ {0} ????

18 / 26



Saturación. Saturación de MRE con calificación óptima.
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Definiciones e Hipótesis

O = {ρ : R+ → R+ no decrecientes tales que ĺım
α→0+

ρ(α) = 0}
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Definiciones e Hipótesis

S = {s : R+
0 → R+

0 continuas con s(0) = 0, s(λ) > 0 ∀λ > 0}
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Definiciones e Hipótesis

Existen q, ε > 0 (independientes de α) tales que

λµ0 |rα(λ)| ≥ ε αµ0 , ∀ 0 < q α ≤ λ ≤ ‖T‖2
,

donde rα(λ)
.

= 1− λgα(λ).
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Definiciones e Hipótesis

λ = 0 es punto de acumulación de σp(T ∗T ).

Existen ctes. positivas λ1 ≤ ‖T‖2, γ1, γ2 y c1 > 1 tales que

(a) 0 ≤ rα(λ) ≤ 1, ∀ α > 0, 0 ≤ λ ≤ λ1;

(b) rα(λ) ≥ γ1, ∀ 0 ≤ λ < α ≤ λ1;

(c) |rα(λ)| es creciente con respecto a α para λ ∈ (0, ‖T‖2];

(d) gα(c1α) ≥ γ2

α , ∀ 0 < c1α ≤ λ1;

(e) gα(λ) ≥ gα(λ̃), para 0 < α ≤ λ ≤ λ̃ ≤ λ1.
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Definiciones e Hipótesis

Existen {λ̃n}∞n=1 en σp(T ∗T ) y c ≥ 1 tales que λ̃n ↓ 0 y λ̃n

λ̃n+1
≤ c para cada n ∈ N.

Para cada α ∈ (0, α0) la función λ→ |rα(λ)|2, λ ∈ (0, ‖T‖2] es convexa.

Existen ctes. positivas λ1 ≤ ‖T‖2, γ1, γ2 y c1 > 1 tales que

(a) 0 ≤ rα(λ) ≤ 1, ∀ α > 0, 0 ≤ λ ≤ λ1;

(b) rα(λ) ≥ γ1, ∀ 0 ≤ λ < α ≤ λ1;

(c) |rα(λ)| es creciente con respecto a α para λ ∈ (0, ‖T‖2];

(d) gα(c1α) ≥ γ2

α , ∀ 0 < c1α ≤ λ1;

(e) gα(λ) ≥ gα(λ̃), para 0 < α ≤ λ ≤ λ̃ ≤ λ1.

24 / 26



Definiciones e Hipótesis
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Definiciones e Hipótesis

Existen a, k > 0 tales que

ρ(λ) |rα(λ)| ≥ a ρ(α), ∀ 0 < k α ≤ λ ≤ ‖T‖2
,

donde rα(λ)
.

= 1− λgα(λ).

26 / 26


	Preliminares.
	Calificación.
	Calificación clásica.
	Calificación - Calificación máxima.
	Calificación generalizada para MRE.

	Saturación.
	Saturación de MR arbitrarios
	Saturación de MRE con calificación clásica.
	Saturación de MRE con calificación máxima.
	Saturación de MRE con calificación óptima.

	Referencias.
	Definiciones e Hipótesis

