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T € L(X,)), X, Y espacios de Hilbert de dim. infinita; R(T) no cerrado;
y: dato dado.

TT no acotada < Problema “mal condicionado” = REGULARIZAR.

Regularizacién de TT: aproximar T por una flia. de op. continuos {R, } tal que
R.y’ — Tty

cuando § — 0" y « se elige “apropiadamente”.
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{Ex} flia. espectral asociada a T*T.

Familia de Regularizacién Espectral {Rq }ac(0,a0):

112+
Ry i/ 8a(N) dENT™
0

g [0, ITIF = R, VA€ [0, T, Jim ga() = 1,
Va € (0,ap), g, continua por tramos y 3 C > 0 tal que

Mg (N < Cvaelo,|T]%.

{&a}taec(0,a0): Método de Regularizacién Espectral (MRE)
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Calificacién clasica (A. Neubauer, 1994)

{ga} MRE, ra(A) =1 — Aga(X),

Z(ga) = {1 >0: YA >0,3k >0, \|r,(N)| < ka"Va e (0,a0)}

o = sup u
UEI(ga)

0 < po < +oo = {g.} posee “calificacién clisica de orden pg".

Lema

X, Y Hilbert, T € L(X,Y), {g.} un MRE con calificacion cldsica de orden pg. Si
xt € R((T*T)") entonces ||Ray — xT|| = O(a*®) cuando ov — 0.
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4

Calificacion de un MRE.
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Calificacién. Calificacién - Calificacién maxima.
Calificaciéon - Calificacién maxima
(P. Mathé, S. V. Pereverzev, 2003)
Definicidn
Sea p: (0,a] — (0, 00) creciente.
El MRE {g,} posee “calificacién” p si 3+ € (0,00) tal que

)\Sl(JOp ] Ira(N) p(A) < vp(a) Vae(0,a. CEED
€(0,a

Definicién
El MRE {g,} posee “calificacién maxima" p si p es calificacién segin M-P y
ademds, V A € (0,a] 3 ¢ = ¢(A) > 0 tal que

AN
ac(0,a p(a)

> c.

v
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Sean {g.} un MRE, ro(A) =1—Ag.(N\), p € yse€
@ (s,p) es un “par débil fuente-orden para {g,}" si

s ra(V)] = 0(1) cuando a — 0", VA >0. (2.1)

p(e)

o (s,p) es un “par fuerte fuente-orden para {g,}" si se satisface (2.1) y

IfmsupM>O vaA>0.
(o

a—0* ( )
@ (p,s) es un “par orden-fuente para {g,}" si existen v >0y
h:(0,a0) — RT, I|'n3+h(a) =0 tales que
a—

s(A) Ira(V)]

(@) >y Ve [h(a),+00).
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Calificacién. Calificacién generalizada para MRE.

Niveles de Calificacidon

@ p es “calificacién generalizada o débil de {g,}" si Is tal que (s, p) es par
débil fuente-orden para {g,}.

@ p es “calificacién fuerte de {g,}" si Is tal que (s, p) es par fuerte
fuente-orden para {gs}.

p es “calificacién éptima de {g,}" si Is tal que (s, p) es par
fuerte fuente-orden y (p, s) es par orden-fuente para {g,}.
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calificacion cldsica de orden iy tal que g verifica la Y 8o Satisface
. Sia(8,y°) es una regla de eleccién de pardmetro tal que

sup {

yoey

Xa(6.5%) *XTH [y —yo)| < 5} =0 (522731) 5 — 0t

entonces xt = Tty =0. (Q: Y —’R(T))

Saturacién de {R,}.

4

Mejor orden de convergencia del error total.
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Error total de {Ra}ae(0,a0) €N X € X para § > 0:

Efpy(x,0) = inf Ray® — x||.
Ry = fof) e [[Roy’ x|

T invertible, M C X, a> 0, ¢ : M x (0,a) —» R™.
P € Fp sic

(i) 6ILn3+w(x,6) =0VxeM,

(ii) 1 (x,-) continua y creciente V x € M.

Nota
5?%1} € Fu. J
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Saturaciéon.  Saturacién de MR arbitrarios

Saturacién global

Definicion
/\/Is Cc X, 1/)5 S UMS(EE%Z}),

s es “funcién de saturacion global de {R,} sobre Ms" si:

. i ) 19t 1 (x*,0)
(S1) Para todos x* € X, x* # 0, x € Ms, |l;l%lipmix,5) > 0.

(52) 15 es invariante sobre Ms.

(53) No existen M 2 Msy e UM(‘C"EC:‘)?Z}) tales que ¢ satisfaga (S1)y (S2) con
.

Ms =My ¢s =

4
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24
Upo(x,0) = 070 para x € Xy = R((T*T)")\ {0} y 8 >0,
es saturacion de {R,} sobre X, .
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lga()lloe = O(1/Va), a — 0F.

’

Si{ga}ac(0,a0) POSEE Calificacion maxima p estrictamente creciente, de tipo
superior local 3 para algiin 3 > 0 tal que y ©(t) = Vtp(t) entonces

P(x,6) = (po© 1) (5) para x € XP =R(p(T*T))\ {0} yd € (0,0()), es
funcién de saturacion de {Ra}ae(0,a) SObre X?.
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Dados {g.} y p € O, definimos

sp(N) = ILnliOrlf% para A > 0.
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”ga(')”oo = O(l/\/5)7 a— 0t

’

Si{ga}ac(0,a0) POSEE Calificacion dptima p de tipo superior local 3 para algtin
B>0y0O(t) = tp(t) entonces

U(x,0) = (po©®1)(d) para x € X =R(s,(T*T))\ {0} y 6 € (0,0(ap)), es
funcién de saturacion de {Ru}ac(0,a,) SObre X* .
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Sean {g.} MRE tal que ||g.(-)||., = O(1/\/a), o — 0%, (s, p) par débil
fuente-orden para {g,}, p continua. Entonces ¢(x,d) = (po ©~1)(8) para
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para el error total de {R,} en X°.
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Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién éptima.

Lema

Sean {g.} MRE tal que ||g.(-)||., = O(1/\/a), o — 0%, (s, p) par débil
fuente-orden para {g,}, p continua. Entonces ¢(x,d) = (po ©~1)(8) para
xe€X*=R(s(T*T))\ {0} y 6 € (0,0(v)) es cota superior de convergencia
para el error total de {R,} en X*.

Lema
(Resultado reciproco.) Sean {g,} MRE que satisface @D, (p,s) par

orden-fuente para {g,}, p de tipo superior 3 para algin 3 > 0. Si para algiin
x € X se tiene que

0(p(©7(8))) cuando & — 07,

inf ||Ray’ —
y‘ses:érsz) ael(r(;’%) || oy XH

entonces x € R(s(T*T)).
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Saturacion.

Saturacién de MRE con calificacién éptima.

Ejemplo

Metodo de regularizacién de Tikhonov-Phillips {ga }ae(0,a0):

17 /26




Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién 6ptima.

Ejemplo
Metodo de regularizacién de Tikhonov-Phillips {ga }ae(0,a0):

p(a) = «a es calificacién éptima,

17 /26



Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién éptima.

Ejemplo
Metodo de regularizacién de Tikhonov-Phillips {ga }ae(0,a0):

- 1
T A+ o’

8a(N)

p(a) = « es calificacién éptima, h(a) = a, s,(A) = A.

17 /26



Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién éptima.

Ejemplo
Metodo de regularizacién de Tikhonov-Phillips {ga }ae(0,a0):

- 1
T A+ o’

8a(N)

p(a) = « es calificacién éptima, h(a) = a, s,(A) = A.
Se verifican todas las hip. del teorema de saturacién. Entonces

U(x,0) = p(©71(8)) =4

win

para x € X =R(T*T)\ {0}, d € (O,aé) es saturacion de {ga }ae(0,a,) SObre
X,
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Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién 6ptima.

Ejemplo
(Casi...) {8a}aec(0,a0): @0 < €71, donde

. 1+ (loga)™?
() = 1%
&) A — (loga)—1
es un MRE con calificacién éptima p(a) = —(log )71,
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Saturacién. Saturacién de MRE con calificacién éptima.

Ejemplo
(Casi...) {8a}aec(0,a0): @0 < €71, donde

. 1+ (loga)™?
aN) =— 3=
ga(}) A — (loga)—1
es un MRE con calificacién éptima p(a) = —(log @)™, h(a) = —(loga)1,
s,(A) = -

Se verifican todas las hip. del teorema de saturacién excepto la hip. d).

Entonces,
U(x,8) = p(©71(9))
es saturacion de {ga }ae(0,a0) SObre R(s,(T*T))\ {0} 7777
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Definiciones e Hipétesis

O ={p:RT — R" no decrecientes tales que ||'m+,0(a) =0}

a—0



Definiciones e Hipétesis

S = {s:R§ — R{ continuas con s(0) = 0,s(\) >0V \ > 0}
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Definiciones e Hipétesis

Existen g, e > 0 (independientes de «) tales que
N (W] > eat, YO0<qa<A<|T|?,

donde ry(A) =1 — Agu(N).
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Definiciones e Hipétesis

A = 0 es punto de acumulacién de o,(T*T).

Existen ctes. positivas A; < || T||°, 71, 72 y c1 > 1 tales que
(@) 0<r,(A)<1,Va>0,0<A< )\
(b) ra(M) >, VO< A< a< )
(c) |ra()N)] es creciente con respecto a o para A € (0, || T||°];
(d) go(crar) > % VO<caga<;

(€) ga(N) > ga(N), para0 < a < A< A< A
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Definiciones e Hipétesis

Existen {\,}5%; en 0,(T*T)y ¢ > 1 tales que \, lOy/\ < c paracada neN.

Para cada a € (0,ap) la funcién A — |ry(A)[%, A € (0, ]| T||] es convexa.
Existen ctes. positivas \; < || T||2, Y1, 72y a1 > 1 tales que
(@)0<r,N)<LVa>00<A<)\;
(b) ra(A) >y, VO< A< a< )
() |ra()N)| es creciente con respecto a o para A € (0, || T||°];
(d) ga(cia) > 2, V0 < cra < Ag;

(€) g2(N) > ga(A), para0 < a <A< A< A
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Definiciones e Hipétesis

Existen {\,}5%; en 0,(T*T)y c > 1talesque \, | Oy

)\

Existen ctes. positivas A\ < || T||2, Y1, Y2 y ¢ > 1 tales que
(@) 0<r,(A) <1, Va>0,0<A< )\
(B) ra(A) = 71, ¥ 0 < A < h(a) < As;
(c) |ra()N)] es estrictamente creciente con respecto a a para A € (0, || T||%];
(d) ga(cia) > 2, V0 < cra < Ay

(e) go(N) > ga(/\), parral<a< i< X< A
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Definiciones e Hipétesis

Existen a, k > 0 tales que
PN (V)] = ap(a), YO<ka<A<|T|,

donde ro(A) =1 — Ago (V).
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