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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema

» 2 C R"” es un dominio acotadoy A >0

Au+Xu+1=0 Q
u=0 0Q
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema

» 2 C R"” es un dominio acotadoy A >0

Au+Nu+1=0 Q
u=0 0Q

» (D) Si Q= B(a,r) es una bola de centro a y radio r,

. . . ou
entonces existe u radial (para casi todo \) = e = Cte
n

» (1) Si g:‘l es constante, jimplica Q = B(a, r)?
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema (I) caso A =0

» Serrin (1971), planos mdviles
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema (I) caso A =0

» Serrin (1971), planos mdviles

» Weinberger (1971), P-funciones
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema (D) semilineal (Au + f(u) = 0)

» Gidas, Ni, Nirenberg (1979), si u > 0 = u es radial
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema (D) semilineal (Au + f(u) = 0)

» Gidas, Ni, Nirenberg (1979), si u > 0 = u es radial
» Min (1992), {x € B : u(x) = 0} radial < u radial

> Rosset (1994), si u >0y Q= B = u es casi radial
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema (D) semilineal (Au + f(u) = 0)

>

Gidas, Ni, Nirenberg (1979), si u > 0 = u es radial

v

Min (1992), {x € B : u(x) = 0} radial < u radial

v

Rosset (1994), si u >0y Q = B = u es casi radial

v

Castro, Maya, Shivaji (2000)
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema () semilineal

» Aftalion, Busca (1998), dominios exteriores
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PROBLEMA Planteo

Antecedentes

Problema () semilineal

» Aftalion, Busca (1998), dominios exteriores

0
» Aftalion, Busca, Reichel (1999), si u >0y 8—:: > cte. #0,
existen 0 < Ry < R» tal que B(a, R1) C Q C B(a, R»)

>—1/n

R2—R1§C(—|Og

@ — cte
on
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Planteo
Antecedentes

Problema () semilineal

» Aftalion, Busca (1998), dominios exteriores

0
» Aftalion, Busca, Reichel (1999), si u >0y 8—:: > cte. #0,

existen 0 < Ry < R» tal que B(a, R1) C Q C B(a, R»)

>—1/n

» Henrot, Philippin (2004), idem anterior para Q — B(a, r)

Rz—ngC(—log 'g::—cte
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PROBLEMA
Planteo
Antecedentes

Problema () semilineal

» Aftalion, Busca (1998), dominios exteriores

0
» Aftalion, Busca, Reichel (1999), si u >0y 8—:: > cte. #0,

existen 0 < Ry < R» tal que B(a, R1) C Q C B(a, R»)

>—1/n

» Henrot, Philippin (2004), idem anterior para Q — B(a, r)

Rz—ngC(—log 'g::—cte

» Fragald, Gazzola, Kawohl (2004), div (A(|Vu|)Vu)+1=0
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APLICACION

Oscilaciones Forzadas

Estudiamos las oscilaciones de una membrana uniforme, plana
en reposo, que cubre la regién del plano Q:

» 1(x, t): desplazamiento vertical
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Estudiamos las oscilaciones de una membrana uniforme, plana
en reposo, que cubre la regién del plano Q:

» 1(x, t): desplazamiento vertical
> u: médulo de elasticidad

» p: densidad superficial de masa
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APLICACION

Oscilaciones Forzadas

Estudiamos las oscilaciones de una membrana uniforme, plana
en reposo, que cubre la regién del plano Q:

> 1(x, t): desplazamiento vertical
> u: médulo de elasticidad
» p: densidad superficial de masa

> p: presion sobre la membrana
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APLICACION

» Borde fijo = ¢ = 0 sobre 992
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APLICACION

» Borde fijo = ¢ = 0 sobre 992

» Si la presién varfa en forma arménica p = p,e'“t, podemos
buscar soluciones de la forma

con u solucién del problema y A = w+/p/1
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APLICACION

» Borde fijo = ¢ = 0 sobre 992

» Si la presién varfa en forma arménica p = p,e'“t, podemos
buscar soluciones de la forma

con u solucién del problema y A = w+/p/1

) ou . .
» La derivada normal n representa la densidad lineal de fuerza
n
en el soporte
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APLICACION

() es equivalente a

la densidad lineal de fuerza es la misma en cada punto del soporte
si y sélo si la membrana es circular
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Enunciado

RESULTADOS Demostracion

Teorema

Para casi todo A, existe ¢ > 0 tal que si dist(B,Q2) < &

(en la topologia C%“ si n = 2) y la solucién u verifica

(N: g: es constante = Q = B(a,r)

Observacion: El conjunto de valores \ para los cuales vale (I),
tiene complemento numerable
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RESULTADOS

Observaciones

» Si el pardmetro \? fuese negativo, u > 0 (Serrin)
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» Si el pardmetro \? fuese negativo, u > 0 (Serrin)

> u cambia de signo si A es grande
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Enunciado

RESULTADOS Demostracion

Observaciones

» Si el pardmetro \? fuese negativo, u > 0 (Serrin)
> u cambia de signo si A es grande

» Si \2 es autovalor de —A = 0 6 oo soluciones
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Enunciado

RESULTADOS Demostracion

Observaciones

v

Si el parametro A2 fuese negativo, u > 0 (Serrin)

v

u cambia de signo si A es grande
Si A2 es autovalor de —A = 0 é oo soluciones
Si Q = By A\? no es autovalor de —A,

v

v

o (x) = A2 (Ho (\) " Ho (AI]) — 1)

con Ho (r)=r""J4,(r)yr=n/2—-1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Idea General

» Para k € C>%(B), ||k||2.a < €, consideramos el
cambio de variables 7(x) : B(0,1) — €,

m(r)(x) = (1 + w(x))x
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Idea General

» Para k € C>%(B), ||k||2.a < €, consideramos el
cambio de variables 7(x) : B(0,1) — €,
m(r)(x) = (1 + K(x))x
» Si u es la solucién en €Q,., definimos

d(k) = % om(k) € C = CH(0B)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Idea General

» Para k € C>%(B), ||k||2.a < €, consideramos el
cambio de variables 7(x) : B(0,1) — €,
m(r)(x) = (1 + K(x))x
» Si u es la solucién en €Q,., definimos

d(k) = % om(k) € C = CH(0B)

» (1): ¢(k) = constante = Q,, = B(a,r)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

|dea General (cont.)

Si ¢ es la aplicacién

(1): ¢(k) =0= Q. = B(a,r)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Traslaciones y Dilataciones

Dados r >0y a€ R" con |a| < r, si para x € 9B

fra(x) = —1+ ax +1/r2 — [a2 + (a.x)?
entonces Q. = B(a, r) = ¢(kra) =0

(: d;(/i) =0=K=~Fra
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Traslaciones y Dilataciones (cont.)

» Para estudiar ¢(x) aproximamos (¢(0) = 0)

tenemos que calcular d¢(0)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Traslaciones y Dilataciones (cont.)

» Para estudiar ¢(x) aproximamos (¢(0) = 0)

tenemos que calcular d¢(0)

» Dilataciones: 0 = aM;rra) = d¢(0)1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Traslaciones y Dilataciones (cont.)

» Para estudiar ¢(x) aproximamos (¢(0) = 0)

tenemos que calcular d¢(0)

» Dilataciones: 0 = aM;”) = d¢(0)1
r r=1,a=0

» Traslaciones: 0 = (%Sé?’a) = dp(0)x;
! r=1,a=0
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Laplace—Beltrami

Asumimos que A2 no es autovalor de —A
» LEMA: Si definimos u(k) = uon(k), entonces u =0en OBy

L(k)u(k)+ M Nu(k)+1=0
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Laplace—Beltrami

Asumimos que A2 no es autovalor de —A
» LEMA: Si definimos u(k) = uon(k), entonces u =0en OBy

L(k)u(k)+ M Nu(k)+1=0

> L(x) =g (k)" div (g (k)2 G (k)" v.)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Laplace—Beltrami

Asumimos que A2 no es autovalor de —A
» LEMA: Si definimos u(k) = uon(k), entonces u =0en OBy

L(k)u(k)+ M Nu(k)+1=0

> L(k) = g (k) Y2 div (g (k)2 G (k) v.)
> G(k);; = Vmi(x).Vm; (k)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Laplace—Beltrami

Asumimos que A2 no es autovalor de —A
» LEMA: Si definimos u(k) = uon(k), entonces u =0en OBy

L(k)u(k)+ M Nu(k)+1=0

> L(k) = g (k) Y2 div (g (k)2 G (k) v.)
> G(k);; = Vmi(x).Vm; (k)
> g (k) = det(G ()
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢

Definimos K = {k € C>%(B) : Ak + A%k = 0}

LEMA: ¢ es C! en un entorno I C K y vale
Ok
dp(0)k =5 + ((n—1)y —1)x

Oy
on

cony=—
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Podemos desarrollar

I H(O\x .
£ =35 funt 5 Yim (1)
/1=0 m=1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Podemos desarrollar

> Hi(r)=r"J,41(r) Jy4s funcién de Bessel de orden v + |
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Podemos desarrollar

> Hi(r)=r"J,41(r) Jy4s funcién de Bessel de orden v + |

> {Yhm}lzo,lgmgd, armdnicos esféricos, con

(2I+n—2)(I+n-23)!
1 (n—2)!

d =
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Usando el desarrollo de &

co d

dQE(O) = V+1 Zzay /)\ ”leIm

=2 m=1

=1 2 (A)  dorir1(N)
v Ia = -
AR A S Y 6V R I 6
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Usando el desarrollo de &

D1 (N) & &
dd (0) k = ”J“(A) SN a (LA frmYim
v /=2 m=1

=1 2 (A)  dorir1(N)
v Ia = -
AR A S Y 6V R I 6

> dd(0) (K1) =0, K1 = {k € K : K|y = polinomio lineal}
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Derivada de ¢ (cont.)

» Usando el desarrollo de &

D1 (N) & &
dd (0) k = ”J“(A) SN a (LA frmYim
v /=2 m=1

=1 2 (A)  dorir1(N)
v Ia = -
AR A S Y 6V R I 6

> dd(0) (K1) =0, K1 = {k € K : K|y = polinomio lineal}

» d¢(0) oL S inyectiva < a, (I,\) #0, /> 2

1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion

Definimos A como: X € A sii

» )\2 no es autovalor de —A
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion

Definimos A como: X € A sii
» )\2 no es autovalor de —A
» a,(ILA)#0,1>2
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion

Definimos A como: X € A sii
» )\2 no es autovalor de —A
» a,(ILA)#0,1>2

» SiCy = {f €C: f|yg = polinomio lineal}, tenemos

d(0) : K — Ci es inyectiva
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion

Definimos A como: X € A sii
» )\2 no es autovalor de —A
a, (ILA)#0,1>2

v

v

Si Cy = {f €C: f|yg = polinomio lineal}, tenemos

d(0) : K — Ci es inyectiva

\4

id¢ (0) es un isomorfismo?
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion (cont.)

Formalmente
» Para f € Cf,

oo d
a0y F= “ ZZ' N Yim

V+1 I2m1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Biyeccion (cont.)

Formalmente
» Para f € Cf,

co d
43 (0) 1 F= (A ZZ “HmYim

V+1 I2m1

» d¢ (0) isomorfismo de K- en Ci-
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Espacios de Sobolev

f e WP2sii f € L2(0B) y verifica

co d

DD @+ 10+ n=2)|fimf < oo

/=0 m=1
. ~1
Vale WB2 < CH2(9B), si B > ”T tita

Obs.: /(I + n —2) es autovalor de —Apg con autofuncién Y; p,,
por lo tanto
Iflls = l(—Los + 1)*?f|| 208
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracion del Teorema

» Definimos @ : K — C; como

n
QK = Ro,1Y0,1 + E R1,mY1,m

m=1
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracion del Teorema

» Definimos @ : K — C; como

n
QK = Ro,1Y0,1 + E R1,mY1,m

m=1

» Si ® = Q + ¢, tenemos d®(0) = Q + dp(0)
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracion del Teorema

» Definimos @ : K — C; como
n
QR = 1%071 Y071 + Z /%1,m Yl,m
m=1

» Si ® = Q + ¢, tenemos d®(0) = Q + dp(0)

» Por lo tanto d®(0) es un isomorfismo de K en C
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracion del Teorema

v

Definimos @ : IC — C; como

n
QK = Ro,1Y0,1 + E R1,mY1,m

m=1

v

Si @ = Q + ¢, tenemos d(0) = Q + d¢(0)

Por lo tanto d®(0) es un isomorfismo de K en C

v

Obtenemos ® es un difeomorfismo local

v
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracion del Teorema

v

Definimos @ : IC — C; como

n
QK = Ro,1Y0,1 + E R1,mY1,m

m=1

v

Si @ = Q + ¢, tenemos d(0) = Q + d¢(0)

Por lo tanto d®(0) es un isomorfismo de K en C

v

v

Obtenemos ® es un difeomorfismo local
Para f € Cq, existe r > 0y a € R” tal que

v

Q"Qr,a =f
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Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracién del Teorema (cont.)

» Si ¢(k) =0, entonces

P(k) = Qr = Qrra = P(Kr,a)

Bruno Canuto, Diego Rial Métodos perturbativos en problemas elipticos sobredeterminad



Enunciado

RESULTADOS Demostracién

Demostracién del Teorema (cont.)

» Si ¢(k) =0, entonces
P(k) = Qr = Qrra = P(Kr,a)

» Por lo tanto K = k., &
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CONCLUSIONES

Extensiones

» Control Lipschitz (mejorar Aftalion et al.)
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CONCLUSIONES

Extensiones

» Control Lipschitz (mejorar Aftalion et al.)

» Reconstruccién de 09 a partir de ¢(k)

» Aplicacién a problemas mas generales
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CONCLUSIONES

MUCHAS GRACIAS !

Bruno Canuto, Diego Rial Métodos perturbativos en problemas elipticos sobredeterminad



	Contenidos
	PROBLEMA
	Planteo
	Antecedentes

	APLICACIÓN
	RESULTADOS
	Enunciado
	Demostración

	CONCLUSIONES

