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Programa

• Reglas de tipo Leibniz

• Métodos basados en el análisis de tiempo-frecuencia:
operadores bilineales pseudodiferenciales (ΨDOs)

• Métodos basados en el análisis real: desigualdades bilineales
de tipo Poincaré



Reglas de tipo Leibniz

Regla fraccionaria de Leibniz:

‖fg‖s,r . ‖f ‖s,p‖g‖q + ‖f ‖p‖g‖s,q

donde s ≥ 0, 1 < p, q <∞ y 1
r = 1

p + 1
q .

Kato-Ponce ’88, Christ-Weinstein ’91, Kenig-Ponce-Vega ’93.

‖fg‖Z . ‖f ‖X1‖g‖Y1 + ‖f ‖X2‖g‖Y2
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Métodos basados en el análisis de
tiempo-frecuencia: operadores bilineales ΨDOs



Métodos basados en el análisis de tiempo-frecuencia

Para motivación , comencemos con la prueba de

‖fg‖s,r . ‖f ‖s,p‖g‖q + ‖f ‖p‖g‖s,q
donde s ≥ 0, 1 < p, q <∞ y 1

r = 1
p + 1

q .

Coifman-Meyer, ’78:

|∂αξ ∂βη σ(ξ, η)| ≤ Cα,β(|ξ|+ |η|)−(|α|+|β|), ξ, η ∈ Rn, α, β ∈ Nn
0.

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n

σ(ξ, η)f̂ (ξ)ĝ(η)e ix ·(ξ+η) dξ dη, x ∈ Rn.

⇓

Tσ : Lp(Rn)× Lq(Rn)→ Lr (Rn),
1

p
+

1

q
=

1

r
, 1 < p, q <∞.



Métodos basados en el análisis de tiempo-frecuencia

Para motivación , comencemos con la prueba de

‖fg‖s,r . ‖f ‖s,p‖g‖q + ‖f ‖p‖g‖s,q
donde s ≥ 0, 1 < p, q <∞ y 1

r = 1
p + 1

q .

Coifman-Meyer, ’78:

|∂αξ ∂βη σ(ξ, η)| ≤ Cα,β(|ξ|+ |η|)−(|α|+|β|), ξ, η ∈ Rn, α, β ∈ Nn
0.

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n
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Regla de Leibniz fraccionaria: disociación de frequencias

‖h‖s,r = ‖Jsh‖r , donde Ĵs(h)(ξ) = 〈ξ〉s ĥ(ξ), 〈ξ〉 = (1 + |ξ|2)1/2

φ : R→ [0, 1] con soporte en [−2, 2] y φ(t) + φ(1/t) = 1, t > 0

Js(fg)(x) =

∫ ∫
〈ξ + η〉s f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

=

∫ ∫
〈ξ + η〉sφ

(
〈η〉
〈ξ〉

)
f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

+

∫ ∫
〈ξ + η〉sφ

(
〈ξ〉
〈η〉

)
f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

=

∫ ∫ 〈ξ + η〉s
〈ξ〉s φ

(
〈η〉
〈ξ〉

)
Ĵs f (ξ) ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

+

∫ ∫ 〈ξ + η〉s
〈η〉s φ

(
〈ξ〉
〈η〉

)
f̂ (ξ) Ĵsg(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

=: Tσ1(Js f , g)(x) + Tσ2(f , Jsg)(x)
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〈ξ + η〉s f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

=

∫ ∫
〈ξ + η〉sφ

(
〈η〉
〈ξ〉

)
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f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

=

∫ ∫ 〈ξ + η〉s
〈ξ〉s φ

(
〈η〉
〈ξ〉

)
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Regla fraccionaria de Leibniz: disociación de frecuencias

Js(fg)(x) = Tσ1(Js f , g)(x) + Tσ2(f , Jsg)(x)

• σ1(ξ, η) := 〈ξ+η〉s
〈ξ〉s φ

(
〈η〉
〈ξ〉

)
y σ2(ξ, η) := 〈ξ+η〉s

〈η〉s φ
(
〈ξ〉
〈η〉

)
.

• σ1 y σ2 son multiplicadores de Coifman-Meyer
=⇒ Tσi : Lp × Lq → Lr , 1

r = 1
p + 1

q , 1 < p, q <∞.

‖fg‖s,r = ‖Js(fg)‖r ≤ ‖Tσ1(Js f , g)‖r + ‖Tσ2(f , Jsg)‖r
. ‖Js f ‖p‖g‖q + ‖f ‖p‖Jsg‖q
= ‖f ‖s,p‖g‖q + ‖f ‖p‖g‖s,q

Si Js es reemplazado por |∇|s , los correspondientes σ1 y σ2 son
también multiplicadores de Coifman-Meyer.
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Observaciones

Js(fg)(x) =

∫ ∫
〈ξ + η〉s f̂ (ξ)ĝ(η) e ix ·(ξ+η) dξdη

• Obtenemos entonces

Js(fg) = Tσ(f , g), σ(ξ, η) = 〈ξ + η〉s .

• La regla fraccionaria de Leibniz puede reformularse como

‖Tσ(f , g)‖r . ‖f ‖s,p‖g‖q + ‖f ‖p‖g‖s,q.

• La prueba sigue de las propiedades de acotación en espacios de
Lebesgue de Tσ1 y Tσ2 , donde σ1 y σ2 son multiplicadores de
Coifman-Meyer.
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En forma análoga

|∂α1
ξ1
∂α2
ξ2
∂β1
η1
∂α2
η2
σ(ξ, η)| . 1

|(ξ1, η1)|α1+β1

1

|(ξ2, η2)|α2+β2
,

ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) ∈ R2, αi , βi ≥ 0.

Muscalu-Pipher-Tao-Thiele, 2004:

Tσ : Lp(R2)× Lq(R2)→ Lr (R2) para 1 < p, q <∞ y 1
r = 1

p + 1
q .

Consecuencia :

‖DαDβfg‖r . ‖DαDβf ‖p‖g‖q + ‖f ‖p‖DαDβg‖q
+ ‖Dαf ‖p‖Dβg‖q + ‖Dβf ‖p‖Dαg‖q

D̂αDβh(ξ1, ξ2) = |ξ1|α|ξ2|β ĥ(ξ1, ξ2)
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Operadores ΨDOs lineales

Tσf (x) =

∫
Rn

σ(x , ξ)f̂ (ξ)e iξ·x dξ, x ∈ Rn.

Multiplicadores:

σ(x , ξ) = m(ξ) =⇒ T̂σ(f ) = m f̂

Multiplicación:

σ(x , ξ) = b(x) =⇒ Tσ(f ) = b f

Operadores en derivadas parciales lineales:

L =
∑
|α|≤m

aα(x) ∂α, σ(x , ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x) ξα =⇒ L(f ) = Tσ(f )

Formalmente:

Tσf (x) =

∫
Rn

k(x , y)f (y) dy , k(x , y) =

∫
Rn

σ(x , ξ)e i(x−y)ξdξ
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Śımbolos lineales

Tσf (x) =

∫
Rn

σ(x , ξ)f̂ (ξ)e iξ·x dξ, x ∈ Rn.

Clases de Hörmander Sm
ρ,δ, m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 :

|∂αx ∂βξ σ(x , ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m+δ|α|−ρ|β|, x , ξ ∈ Rn,

para todo multíındice α, β ∈ Nn
0.



Operadores pseudodiferenciales bilineales

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n

σ(x , ξ, η)f̂ (ξ)ĝ(η)e ix ·(ξ+η) dξ dη, x ∈ Rn.

Producto de funciones:

σ(x , ξ, η) = b(x) ξαηβ =⇒ Tσ(f , g) = b Dαf Dβg

Formalmente:

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n

k(x , y , z)f (y)g(z) dy dz ,

k(x , y , z) =

∫
R2n

σ(x , ξ, η)e i(x−y)ξe i(x−z)ηdξdη.
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∫
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σ(x , ξ, η)f̂ (ξ)ĝ(η)e ix ·(ξ+η) dξ dη, x ∈ Rn.

Producto de funciones:

σ(x , ξ, η) = b(x) ξαηβ =⇒ Tσ(f , g) = b Dαf Dβg

Formalmente:

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n

k(x , y , z)f (y)g(z) dy dz ,

k(x , y , z) =

∫
R2n

σ(x , ξ, η)e i(x−y)ξe i(x−z)ηdξdη.



Śımbolos bilineales

Tσ(f , g)(x) =

∫
R2n

σ(x , ξ, η)f̂ (ξ)ĝ(η)e ix ·(ξ+η) dξ dη, x ∈ Rn.

Clases de Hörmander bilineales BSm
ρ,δ, m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 :

|∂αx ∂βξ ∂γησ(x , ξ, η)| ≤ Cα,β,γ(1+|ξ|+|η|)m+δ|α|−ρ(|β|+|γ|), x , ξ, η ∈ Rn,

para todo multíındice α, β, γ ∈ Nn
0.



Commutadores: Coifman y Meyer, 1978

• Si σ ∈ S1
1,0 y A ∈ Lip1(Rn) entonces [Tσ,A] := TσA− ATσ está

acotado en L2(Rn).

[Tσ,A] está relacionado con BS0
1,0.

• Si σ ∈ S
−1/2
1/2,1/2 y A ∈ C 1(Rn) entonces ∇[Tσ,A] está acotado en

L2(Rn).

∇[Tσ,A] está relacionado con BS0
1/2,1/2.



Commutadores: Coifman y Meyer, 1978
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Lineal en R2n vs. bilineal en Rn

σ(x , ξ, η), x , ξ, η ∈ Rn, X = (x1, x2) ∈ R2n, ζ = (ξ, η) ∈ R2n,

Σ(X , ζ) = σ

(
x1 + x2

2
, ξ, η

)
.

σ ∈ BSm
ρ,δ(Rn) =⇒ Σ ∈ Sm

ρ,δ(R2n)

El núcleo k(x , y , z) del operador bilineal Tσ está dado por

k(x , y , z) = K ((x , x), (y , z)), x , y , z ∈ Rn,

donde K (X ,Y ) es el núcleo asociado al operador lineal TΣ.
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Śımbolos lineales y operadores de Calderón-Zygmund

• σ ∈ S0
1,δ, 0 ≤ δ < 1 =⇒ Tσ es un op. de Calderón-Zygmund.

Tσ : Lp → Lp, 1 < p <∞.

• σ ∈ S0
1,1 =⇒ Tσ tiene un núcleo estandar.

No todo Tσ está acotado en espacios de Lebesgue.



Śımbolos bilineales y operadores de Calderón-Zygmund

• σ ∈ BS0
1,δ, 0 ≤ δ < 1 =⇒ Tσ op. bilineal de Calderón-Zygmund.

Tσ : Lp × Lq → Lr , 1
r = 1

p + 1
q , 1 < p, q <∞.

Teoŕıa bilineal de Calderón-Zygmund: Christ-Journé,
Coifman-Meyer, Grafakos-Torres, Kenig-Stein.

• σ ∈ BS0
1,1 =⇒ Tσ tiene un núcleo bilineal estandar.

No todo Tσ está acotado en espacios de Lebesgue. Bényi-Torres ’03.



Comparación entre resultados lineales y bilineales

Hörmander ’67

Calderón-
Vaillancourt 

’71
Fefferman ’73Hörmander ’65 ’67

m = 0, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1

δ = ρ = 0

0 ≤ δ < ρ = 1

0 < ρ< 1

no vale

???

Bényi-Torres ’04 

C-Z* 

δ < ρ,

δ = ρ,

Bényi-Torres ’03

m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1

Bényi-Maldonado-
Naibo -Torres ’10

0 ≤ δ < ρ = 1

C-Z*

???

0 < ρ< 1

Lineal

Bilineal

*Teoría bilineal C-Z :  Christ-Journé, Coifman-Meyer, Grafakos-Torres, Kenig-Stein

m = δ = 0, ρ = 1

Símbolos con condición de tipo Dini: Maldonado-Naibo

δ < 1

Kohn-Nirenberg ’65 Wainger ’65

L2 LpTeoríaTeoría Cálculo Simbólico



Cálculo simbólico para las classes de Hörmander lineales

• δ < 1, σ ∈ Sm
ρ,δ ⇒ T ∗σ = Tσ∗ , σ

∗ ∈ Sm
ρ,δ.

Expansión asintótica: σ∗ = σ̄ + śımbolos de orden menor

• σ1 ∈ Sm1
ρ1,δ1

y σ2 ∈ Sm2
ρ2,δ2
⇒ Tσ1 ◦ Tσ2 = Tσ, σ ∈ Sm

ρ,δ,

m = m1 + m2, ρ = min(ρ1, ρ2), δ = max(δ1, δ2).

Expansión asintótica: σ = σ1 σ2 + śımbolos de orden menor
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• σ1 ∈ Sm1
ρ1,δ1

y σ2 ∈ Sm2
ρ2,δ2
⇒ Tσ1 ◦ Tσ2 = Tσ, σ ∈ Sm

ρ,δ,

m = m1 + m2, ρ = min(ρ1, ρ2), δ = max(δ1, δ2).
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Clases de Hörmander lineales, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 - Teoŕıa Lp

• Hörmander ’65, Calderón-Vaillancourt ’71, δ < 1,

Tσ : L2 → L2, σ ∈ S0
ρ,δ. (1)

• Fefferman ’73, 0 ≤ δ < ρ < 1,

Tσ : L∞ → BMO, σ ∈ S
−n(1−ρ)/2
ρ,δ . (2)

• Stein, 0 < δ = ρ < 1,

Tσ : L1 → L1,∞, σ ∈ S
−n(1−ρ)/2
ρ,δ . (3)

• Teoŕıa de CZ vale para S0
1,δ, 0 ≤ δ < ρ = 1. (4)
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Clases de Hörmander lineales, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 - Teoŕıa Lp

(1) + (2) + (3)+ (4) + interpolación + cálculo simbólico:

Tσ : Lp → Lp, σ ∈ Sm
ρ,δ, m ≤ −n(1− ρ)| 1p − 1

2 |, δ < 1.

Este resultado es óptimo:
Si m > −n(1− ρ)| 1p − 1

2 | existe σ ∈ Sm
ρ,δ tal que Tσ no está

acotado en Lp. Hardy-Littlewood-Hirschman-Wainger.

Kenig-Staubach ’07 (L∞(Sm
ρ ), m ∈ R, 0 ≤ ρ ≤ 1): operadores

Ψ-pseudodiferenciales y su acotación en Lp.

σ ∈ L∞(Sm
ρ )⇔ |∂αξ σ(x , ξ)| ≤ Cα(1 + |ξ|)m−ρ|α|

Tσ : Lp(Rn)→ Lp(Rn) para 1 ≤ p ≤ 2 y m < −n(1− ρ)/p. Notar
que Sm

ρ,1 ⊂ L∞(Sm
ρ ).
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Si m > −n(1− ρ)| 1p − 1

2 | existe σ ∈ Sm
ρ,δ tal que Tσ no está
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Cálculo simbólico para clases de Hörmander bilineales

Invariancia por transposición

〈T (f , g), h〉 = 〈T ∗1(h, g), f 〉 = 〈T ∗2(f , h), g〉, f , g ∈ C∞c (Rn).

Teorema 1 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Si 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1 y σ ∈ BSm
ρ,δ, entonces T ∗jσ = Tσ∗j , donde

σ∗j ∈ BSm
ρ,δ, j = 1, 2.

Bényi-Torres, 2003: Caso ρ = 1, m = δ = 0.
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Cálculo simbólico para clases de Hörmander bilineales

Expansiones asintóticas

Teorema 2 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Si 0 ≤ δ < ρ ≤ 1 y σ ∈ BSm
ρ,δ, entonces

σ∗1 ∼
∑
α

i |α|

α!
∂αx ∂

α
ξ (σ(x ,−ξ − η, η)),

en el sentido de que si N ∈ N entonces

σ∗1 −
∑
|α|<N

i |α|

α!
∂αx ∂

α
ξ (σ(x ,−ξ − η, η)) ∈ BS

m+(δ−ρ)N
ρ,δ .

Similarmente para σ∗2.



Clases de Hörmander bilineales, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 - Teoŕıa L2

La teoŕıa L2 en el caso bilineal corresponde a las acotaciones
Lp × Lq → Lr , donde ( 1

p ,
1
q ,

1
r ) está en el triangulo con vértices

( 1
2 ,

1
2 , 1), ( 1

2 , 0,
1
2 ) y (0, 1

2 ,
1
2 ).

• El resultado de Calderón-Vaillancourt para la clase S0
0,0 falla en

el caso bilineal: Existen śımbolos σ ∈ BS0
0,0 para los cuales los

correspondientes operadores bilineales no satisfacen las
acotaciones

Tσ : Lp × Lq → Lr ,

1 ≤ p, q ≤ ∞, 1
2 < r <∞ y 1

r = 1
p + 1

q . Bényi-Torres, 2004.

• σ ∈ BS0
ρ,ρ, 0 < ρ < 1 : Las propiedades de acotación para Tσ no

son conocidas.
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Clases de Hörmander bilineales, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 - Teoŕıa Lp

No conocida, excepto los casos ya mencionados.



Otra prueba de Tσ : Lp × Lq → Lr , σ ∈ BS0
1,δ, 0 < δ < 1

Grafakos-Torres, 2002:

Si T y sus traspuestas, T ∗1 y T ∗2, tienen śımbolos en BS0
1,1,

entonces T y sus traspuestas pueden ser extendidos a operadores
acotados de Lp × Lq en Lr para 1 < p, q <∞ y 1/p + 1/q = 1/r .

Notar que BS0
1,δ ⊂ BS0

1,1, 0 ≤ δ < 1!

Combinando estos resultados con el Teorema 1 (cálculo simbólico
bilineal):

Corolario 1

Si σ es un śımbolo en BS0
1,δ, 0 ≤ δ < 1, entonces Tσ se extiende a

un operador acotado de Lp × Lq en Lr , 1 < p, q <∞, 1
p + 1

q = 1
r .
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1,1,

entonces T y sus traspuestas pueden ser extendidos a operadores
acotados de Lp × Lq en Lr para 1 < p, q <∞ y 1/p + 1/q = 1/r .

Notar que BS0
1,δ ⊂ BS0

1,1, 0 ≤ δ < 1!

Combinando estos resultados con el Teorema 1 (cálculo simbólico
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Acotación en espacios de Sobolev y reglas de tipo Leibniz

Teorema 3 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Si σ ∈ BS0
ρ,δ, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1, entonces

Tσ : L2 ×W s,∞
0 → L2,

donde s es un entero tal que s > [n/2]+1
1−δ + n.

Corolario 2 (Regla de tipo Leibniz)

Sean m ≥ 0, σ ∈ BSm
ρ,δ, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1. Si s es un entero

tal que s > [n/2]+1
1−δ + n, entonces

‖Tσ(f , g)‖L2 ≤ C
(
‖f ‖m,2‖g‖s,∞ + ‖f ‖s,∞‖g‖m,2

)
para f , g ∈ C∞c (Rn).
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Prueba de la regla de tipo Leibniz

• σ1(x , ξ, η) = σ(x , ξ, η)φ
(

1+|η|2
1+|ξ|2

)
(1 + |ξ|2)−m/2 ∈ BS0

ρ,δ.

σ2(x , ξ, η) = σ(x , ξ, η)φ
(

1+|ξ|2
1+|η|2

)
(1 + |η|2)−m/2 ∈ BS0

ρ,δ.

• Tσ(f , g) = Tσ1(Jmf , g) + Tσ2(f , Jmg).

• Usar Teorema 3.



Métodos basados en el análisis real:

desigualdades bilineales de tipo Poincaré



Métodos basados en el análisis real

‖fg‖Lq,λ(w) . ‖∇f ‖Lp1,λ1 (u)‖g‖Lp2,λ2 (v) + ‖f ‖Lp1,λ1 (u)‖∇g‖Lp2,λ2 (v)

• h pertenece al espacio de Morrey Lp,λ(w) si

‖h‖Lp,λ(w) = sup
B

(
1

|B|λ/n
∫

B
|h(x)w(x)|p dx

)1/p

<∞

• h pertenece al espacio de Campanato Lp,λ(w) si

‖h‖Lp,λ(w) = sup
B

inf
a∈C

(
1

|B|λ/n
∫

B
(|h(x)− a|w(x))p dx

)1/p

<∞



Casos particulares, w ≡ 1 (Lp,λ := Lp,λ(1) )

• λ = 0, Lp,0 = Lp

• 0 < λ < n, Lp,λ = espacios de Morrey (Campanato ’64)

• λ = n, Lp,n = BMO (John-Nirenberg, ’61)

• n < λ ≤ n + p, Lp,λ = Lipλ−n
p

(Campanato ’63, Meyers ’64)



Desigualdad de Poincaré

• Desigualdad clásica de Poincaré:(∫
B
|f − fB |q

) 1
q

.

(∫
B
|∇f |p

) 1
p

,
1

p
− 1

q
=

1

n
, 1 ≤ p < n.

donde fB = 1
|B|
∫
B f .

• Simples ejemplos muestran que esta desigualdad no es en general
cierta para 0 < p < 1.
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Hacia una desigualdad bilineal de Poincaré con p < 1

(∫
B
|(fg)(x)− fBgB |q dx

) 1
q

.

(∫
B
|∇(fg)(x)|p dx

) 1
p

(si p ≥ 1)

.

(∫
B
|∇f |p1

) 1
p1

(∫
B
|g |p2

) 1
p2

+

(∫
B
|f |p1

) 1
p1

(∫
B
|∇g |p2

) 1
p2

1
p = 1

p1
+ 1

p2



Aún más: consideremos pesos y gradientes generalizados

(∫
B

(|(fg)(x)− fBgB |u(x))q dx

) 1
q

.
(∫

B(|Yf |v1)p1
) 1

p1

(∫
B(|g |v2)p2

) 1
p2 +

(∫
B(|f |v1)p1

) 1
p1

(∫
B(|Yg |v2)p2

) 1
p2

Y = {Yi}Mi=1 es un familia de vectores suaves

(Yi = ∂i y M = n if Y = ∇)



Desigualdad de Poincaré multilineal en espacios de Carnot-Carathéodory

Teorema 4 (Maldonado-Moen-Naibo, 2010)

• Y es una familia de campos vectoriales que satisfacen la
condición de Hörmander en Ω ⊂ Rn.

• ρ es la métrica de Carnot-Carathéodory asociada.

•
1
m < p ≤ q <∞, 1 < p1, · · · , pm <∞, 1

p =
∑m

k=1
1
pk
.

• u, vk , k = 1, · · · ,m, son pesos en Ω que satisfacen condiciones
adecuadas* en relación a p, q y pk .

(∫
B

(
|

m∏
k=1

fk −
m∏

k=1

fkB |u
)q

dx

)1/q

≤ C
m∑

k=1

(∫
B

(|Yfk |vk)pk dx

)1/pk ∏
i 6=k

(∫
B

(|fi |vi )
pi dx

)1/pi

,

para toda ρ-bola B con radio suficientemente pequeño contenida
en un compacto dado de Ω y para toda fk ∈ C 1(B).



Desigualdad de Poincaré multilineal en espacios de Carnot-Carathéodory

• *Condiciones adecuadas: En el caso euclideo y cuando todos los
pesos son identicamente igual a uno estas condiciones incluyen la
relation 1

p − 1
q = 1

n dando en el caso lineal la desigualdad clásica
de Poincaré.

• Resultados en el caso lineal incluyen trabajos de
Fabes-Kenig-Serapioni ’82, Chanillo-Wheeden ’85, Jerison ’86,
Lu ’92, Franchi-Lu-Wheeden ’95.
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Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré

La desigualdad clásica de Poincaré sigue de:

• Fórmula de representación:

|f (x)− fB | . IB,1(|∇f |)(x), x ∈ B,

donde IB,1 es la integral fraccionaria de orden uno

IB,1(h)(x) =

∫
B

h(y)|x − y |1−n dy .

• Propiedades de acotación de IB,1.
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Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré

En el caso multilineal:

• Definir integrales fraccionarias multilineales adecuadas.

• Probar propiedades de acotación en espacios de Lebesgue para
las integrales fraccionarias multilineales.

• Probar correspondientes fórmulas de representación.



Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo

• Integral fraccionaria clásica en Rn:

Iα(f )(x) =

∫
Rn

f (y)

|x − y |n−α dy =

∫
Rn

|x − y |α
|B(x , |x − y |)| f (y) dy .

• Caso lineal en un espacio de tipo homogéneo (X , d , µ):

IX ,α(f )(x) =

∫
X

d(x , y)α

µ(Bd(x , d(x , y)))
f (y) dµ(y), x ∈ X .

• Caso multilineal en un espacio de tipo homogéneo (X , d , µ) :

IX ,α(~f )(x) =

∫
Xm

d(x , ~y)α

(µ(Bd(x , d(x , ~y))))m
f1(y1) . . . fm(ym) dµ(~y),

~f = (f1, . . . , fm), d(x , ~y) = d(x , y1) + · · · ,+d(x , ym),
dµ(~y) = dµ(y1) . . . dµ(ym).
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• Integral fraccionaria clásica en Rn:

Iα(f )(x) =

∫
Rn

f (y)

|x − y |n−α dy =

∫
Rn

|x − y |α
|B(x , |x − y |)| f (y) dy .

• Caso lineal en un espacio de tipo homogéneo (X , d , µ):

IX ,α(f )(x) =

∫
X

d(x , y)α

µ(Bd(x , d(x , y)))
f (y) dµ(y), x ∈ X .

• Caso particular: integral fraccionaria multilineal en Rn:

IRn,α(~f )(x) =

∫
(Rn)m

f1(y1) · · · fm(ym)

(|x − y1|+ · · ·+ |x − ym|)mn−α d~y ,

~f = (f1, . . . , fm), ~y = (y1, . . . , ym).



Propiedades de acotación de IX ,α

Teorema 5 (Maldonado-Moen-Naibo, 2010)

• (X , ρ, µ) espacio de tipo homogéneo que satisface la “reverse
doubling property” y ciertas condiciones técnicas bastante
generales.

•
1
m < p ≤ q <∞, 1 < p1, · · · , pm <∞, 1

p =
∑m

k=1
1
pk
.

• u, vk , k = 1, · · · ,m son pesos definidos en X que satisfacen
condiciones adecuadas* en relación a p, q y pk .

Entonces existe una constante C , que depende sólo de constantes
estructurales, tal que(∫

X

(
|IX ,α~f |u

)q
dµ

)1/q

≤ C
m∏

k=1

(∫
X

(|fk |vk)pk dµ

)1/pk

para toda ~f ∈ Lp1(X , vp1
1 dµ)× · · · × Lpm(X , vpm

m dµ).



Algunos resultados en conección con el Teorema 5

• Muckenhoupt y Wheeden, ’74: X = Rn, m = 1, caracterización
de los pesos w para la desigualdad fuerte(∫

Rn

(Iαfw)q dx

)1/q

≤ C

(∫
Rn

(fw)p dx

)1/p

,

f ≥ 0, 1 < p < n
α ,

1
q = 1

p − α
n .

• Sawyer, ’88: X = Rn, m = 1, caracterización de los pares de
pesos para la acotación fuerte de Iα.

• Sawyer-Wheeden ’92 y Pérez-Wheeden ’01: (X , d , µ) espacio de
tipo homogéneo, m = 1.

• Harboure-Salinas-Viviani ’97: acotación de la integral
fraccionaria en espacios de Lebesgue y Lipschitz con pesos.

• Caso multilineal, X = Rn, Moen ’09, Pradolini ’10,
Bernardis-Gorosito-Pradolini ’10, Aimar-Hartzstein-Iaffei-Viviani
’10.



Fórmulas de representación multilineales en espacios de Carnot-Carathéodory

• Fórmulas de representación multilineales en espacios de
Carnot-Carathéodory:

|
m∏

k=1

fk(x)−
m∏

k=1

fkB | .
m∑

k=1

IB,1(f1χB , · · · , (Yfk)χB , · · · , fmχB)(x),

x ∈ B.

Resultados lineales incluyen trabajos de Lu-Wheeden ’98 y
Franchi-Lu-Wheeden, ’96, ’95, entre otros.



Muchas gracias!
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