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Programa

. Reglas de tipo Leibniz

« Métodos basados en el anilisis de tiempo-frecuencia:
operadores bilineales pseudodiferenciales (WDOs)

« Métodos basados en el anélisis real: desigualdades bilineales
de tipo Poincaré



Reglas de tipo Leibniz

Regla fraccionaria de Leibniz:

Ifgllsr S Ifllspllely + 1fl, gl q

donde520,1<p,q<ooy%: +

T =
Q=

Kato-Ponce '88, Christ-Weinstein '91, Kenig-Ponce-Vega '93.



Reglas de tipo Leibniz

Regla fraccionaria de Leibniz:

Ifgllsr S Ifllspllely + 1fl, gl q

donde520,1<p,q<ooy%: +

T =
Q=

Kato-Ponce '88, Christ-Weinstein '91, Kenig-Ponce-Vega '93.

Ifgllz < Ifllxllgllyn + [1Fllallglly,



Métodos basados en el analisis de
tiempo-frecuencia: operadores bilineales WDOs



Métodos basados en el andlisis de tiempo-frecuencia

Para motivacién , comencemos con la prueba de

Ifells,, < IIf

S,r ~

lgllq + [If1l,ll8]

donde520,1<p,q<ooy%:%+%.

|S,p s,q



Métodos basados en el andlisis de tiempo-frecuencia

Para motivacién , comencemos con la prueba de

Ifells,, < IIf

S,r ~

gllg +17l,lel

donde520,1<p,q<ooy%:%+%.

|S,p s,q

Coifman-Meyer, '78:

9050 (&,mI < Cap(le]+ )1, g0 eR",a, 8 eNG.
To(f,8)(x) = /R o(&mF(©am)e S dedy,  xeR”.
y

1 1 1
To i LPRT) X LRT) = L'(RY), — 4 =7, 1<pg<os,



Regla de Leibniz fraccionaria: disociacién de frequencias

A, = [19°h],. donde J5(h)(€) = (£)° h(£), (&) = (1 + &)

¢ : R — [0,1] con soporte en [—2,2] y ¢(t) + ¢(1/t) =1,t >0
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Regla de Leibniz fraccionaria: disociacién de frequencias

... donde J(h)(€) = (€)° h(€), (&) = (1 + |¢P)>

¢ : R — [0,1] con soporte en [—2,2] y ¢(t) + ¢(1/t) =1,t >0
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Regla de Leibniz fraccionaria: disociacién de frequencias

A, = [19°h],. donde J5(h)(€) = (£)° h(£), (&) = (1 + &)

¢ : R — [0,1] con soporte en [—2,2] y ¢(t) + ¢(1/t) =1,t >0

#()0) = [ [(€+ 0 FQ)gtm € ded
— [ [ternro iﬁ (€)(n) €™ dedy
+ [ [t weo () FOgtn e dgay
= [ [E 5T () Fr@ et e € deay
<[ [55 “"7 o (1) Fe&) Patn) € dedy

= UI(JSf g)(X) Too(f, J°g)(x)




Regla fraccionaria de Leibniz: disociacién de frecuencias

S(fg)(x) = Toy (S°F,8)(x) + To, (£, °8)(x)

Coa(6n) =S () v oalem) = 0 ().




Regla fraccionaria de Leibniz: disociacién de frecuencias

S(fg)(x) = Toy (S°F,8)(x) + To, (£, °8)(x)

cor(en) =G50 () y oalem) = G0 ().

. 01y o2 son multiplicadores de Coifman-Meyer
=>T(,,.:LP><L‘7—>L’,%:%+%,1<p,q<oo.
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Regla fraccionaria de Leibniz: disociacién de frecuencias

S (fg)(x) = Toy (S°F, 8)(x) + To,(f, °8)(x)

cor(en) =G50 () y oalem) = G0 ().

. 01y o2 son multiplicadores de Coifman-Meyer
=>TU,.:LP><L‘7—>L’,%:%+%,1<p,q<oo.

Ifglls, = 1), < 1T (S*F, )l + [ Ton (£, SP8)I,
S Pl pllgllg + 11,118l
= Ifllspllelly + Il lglls q

Si J® es reemplazado por |V|°, los correspondientes o1 y o7 son
también multiplicadores de Coifman-Meyer.



Observaciones

() (x) = / / €+ ) (©)a(n) ¥ E dedn



Observaciones

2(f)(x) = / / €+ 1) F(E)g () € EM dedn
. Obtenemos entonces

S(fg) = To(f.g),  o(&m) = (E+m)°



Observaciones

P(f)(x) = //£+n o P(E)& () € E dedy
. ObtenemOS entonces

S(fg) = To(f.g),  o(&m) = (E+m)°

« La regla fraccionaria de Leibniz puede reformularse como

ITo(F, &)l S IIflls pllgllg +1Fllollglls.q:



Observaciones

//£+n * ()2 (n) €€ dedy

. Obtenemos entonces

S(fg) = To(f.g),  o(&m) = (E+m)°

« La regla fraccionaria de Leibniz puede reformularse como

ITo(F, &)l S IIflls pllgllg +1Fllollglls.q:

« La prueba sigue de las propiedades de acotacién en espacios de
Lebesgue de T,, y T,,, donde o1 y 02 son multiplicadores de
Coifman-Meyer.



En forma analoga

1 1
(€1, m)|tP (&2, m2) |22 P2

€= (6,&),n=(m,m) ER?  a;, B; >0.

081952001 0%20(&,m)| < |

& Tm T2



En forma analoga

1 1
(€1, m)|tP (&2, m2) |22 P2

€= (6,&),n=(m,m) ER?  a;, B; >0.

Muscalu-Pipher-Tao-Thiele, 2004:
T, : LP(R?) x L9(R?) — L"(R?) paral < p,q< ooy =

081952001 0%20(&,m)| < |

& Tm T2

T =
Q=



En forma analoga

1 1
(€1, m)|tP (&2, m2) |22 P2

€= (6,&),n=(m,m) ER?  a;, B; >0.

l@%%%mmm|

Muscalu-Pipher-Tao-Thiele, 2004:

T, : LP(R?) x L9(R?) — L"(R?) paral < p,q<ooy =14

T =
Q=

Consecuencia :

ID*D fer S IID* D Fllpllgllq + Il ID*D gllq

~

+ D F 1D gllq + D7, Dgllq

D@h(&l,éz) = |&1]*1&|°h(&1, &)



Operadores WDOs lineales

Tof(x) = /R o(xOF(€)e**d¢, xR



Operadores WDOs lineales

T,f(x) = / o(x,&)F(§)e ds, xR
Rn
Multiplicadores:
o(x,&) = m(§) = m =mf

Multiplicacion:
o(x,&) = b(x) = T,(f)=bf

Operadores en derivadas parciales lineales:

L= 3" a0 o(x&) = D ()€ = L(f) = To(f)

lor|<m || <m



Operadores WDOs lineales

T,f(x) = / o(x,&)F(§)e ds, xR
Rn
Multiplicadores:
o(x,&) = m(§) = f(?) =mf

Multiplicacion:
o(x,&) = b(x) = T,(f)=bf

Operadores en derivadas parciales lineales:

L= 3" a0 o(x&) = D ()€ = L(f) = To(f)

jaf<m jaf<m

Formalmente:

Tof(x) = /Rn k(x,y)f(y)dy, k(x,y) = /Rn a(x,g)ef(X—Y)5d§



Simbolos lineales

T,(x) = /R o OREF dE, xR

Clases de Hérmander 575, me R, 0<d<p<1:
10200 (x, €)| < Cap(1+ [€)™ TP ¢ e R,

para todo multiindice o, 8 € Ng.



Operadores pseudodiferenciales bilineales

TAf)) = [ ol&nf@ame I dedy. xR,



Operadores pseudodiferenciales bilineales

TAf)) = [ ol&nf@ame I dedy. xR,

Producto de funciones:

o(x,&,n) = b(x) &’ = T,(f,g) = bD*f D’g



Operadores pseudodiferenciales bilineales

TAf)) = [ ol&nf@ame I dedy. xR,

Producto de funciones:

o(x,&,n) = b(x) &’ = T,(f,g) = bD*f D’g

Formalmente:

To(f.8)00 = [

- k(x,y,z)f(y)g(z) dy dz,

Kooz) = [ | atxgmelel=dgan,



Simbolos bilineales

To(f.8)(x) = /]R oo &m(©ame™ S dedy,  xeR™.

Clases de Hormander bilineales BS/T&, meR 0<d<p<1:

|838§8770'(X’ f, n)| < Ca’ﬁ7’y(1+|€|+|,r]|)m+5|01|—p(|,6’|+|’7|)’ X, é'a ne Rna

para todo multiindice «a, 3, v € Ng.



Commutadores: Coifman y Meyer, 1978

. Sioe 511’0 y A € Lip1(R") entonces [T,, A] := T,A — AT, esta
acotado en L2(R").

[T5, A esta relacionado con BSY .



Commutadores: Coifman y Meyer, 1978

. Sioce 511’0 y A € Lip1(R") entonces [T,, A] := T,A — AT, esta
acotado en L2(R").

[T5, A esta relacionado con BSY .

. Sioe 5172{12/2 y A€ C}(R") entonces V[T, A] estd acotado en
L2(R").

V[T, A] esta relacionado con BS{)/2 1/2



Lineal en R?" vs. bilineal en R”

o(x,&,m), x,&,n €R", X = (x1, %) € R?", ( = (&,n) € R?",

Z(X7C) =0 (%757”) .



Lineal en R?" vs. bilineal en R”

O-(X’ 67 77)7 X7 6717 6 Rn’ X = (X17X2) E Rzn' C = (§7 77) e R2n7

Z(X7C) =0 (%757”) .

o€ BSs(R") =% € S/T(;(R%)



Lineal en R?" vs. bilineal en R”

O-(X7 g? 77)7 X7 67"7 e Rn’ X = (X17X2) e Rzn' C = (§7 77) e Rzn’

Z(X7C) =0 (¥=£7n) .

o€ BSs(R") =% € S/T(;(Rz”)

El nicleo k(x,y, z) del operador bilineal T, estd dado por

k(X’y7Z): K((X7X)7(.y7z))5 X7.y7ZERn7

donde K(X, Y) es el niicleo asociado al operador lineal Tsx.



Simbolos lineales y operadores de Calderén-Zygmund

. 0E 5:?75,0 < 9§ <1l= T, es un op. de Calderén-Zygmund.

Ty : P — P 1<p<oo.

. 0 €8 = T, tiene un nicleo estandar.

No todo T, estd acotado en espacios de Lebesgue.



Simbolos bilineales y operadores de Calderén-Zygmund

- 0€BS;,0<8<1= T, op. bilineal de Calderén-Zygmund.

T, lPx 9L, =14

1
o q,1<p,q<oo.

Teoria bilineal de Calderén-Zygmund: Christ-Journé,
Coifman-Meyer, Grafakos-Torres, Kenig-Stein.

. 0 € BSY, = T, tiene un niicleo bilineal estandar.

No todo T, estd acotado en espacios de Lebesgue. Bényi-Torres '03.



Comparacién entre resultados lineales y bilineales

Teoria L2

m=0,0<6<p<1

Cailculo Simbodlico

meR,0<6<p<1

Teoria LP

meR, 0<d<p<1

Lineal

0 < p, Hérmander 67

0 = p, Calderon-
Vaillancourt
i<1 71

Kohn-Nirenberg ’65

Hoérmander ’65 '67

Wainger ’65

Fefferman '73

Bilineal

6 = p =0 novale
Bényi-Torres '04

m=06=0,p=1
Bényi-Torres '03
meR0<5<p<1

Bényi-Maldonado-
Naibo -Torres ’10

0<di<p=1
C-Z*

*Teoria bilineal C-Z : Christ-Journé, Coifman-Meyer, Grafakos-Torres, Kenig-Stein

Simbolos con condicion de tipo Dini: Maldonado-Naibo



Calculo simbdlico para las classes de Hormander lineales

.5<1,aeS;f’5:>T;:To*,a*e g,’(;.

Expansidn asintdtica: o* = & + simbolos de orden menor



Calculo simbdlico para las classes de Hormander lineales

.5<1,a€5;75:>T;:T0*,a*e ;’,’5.

Expansidn asintdtica: o* = & + simbolos de orden menor

my
p1,01

my
02,02

m = my + my, p=min(p1, p2), 6 = max(d1, 62).

.« 01 € y o2 € = Tn0Tl, =T, 0¢ ;’5,

Expansién asintética: o = o1 02 + simbolos de orden menor



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

. Hormander '65, Calderén-Vaillancourt '71, § < 1,

T,: 1212  o5eS; (1)



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

. Hormander '65, Calderén-Vaillancourt '71, § < 1,

T,: 1212  o5eS; (1)

« Fefferman '73, 0 <d < p <1,

T, L%~ BMO, oeS, 02 (2)



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

« Hormander '65, Calderén-Vaillancourt '71, § < 1,

T,: 1212  o5eS; (1)

« Fefferman '73, 0 <d < p <1,

T, L%~ BMO, oeS, 02 (2)

. Stein, 0<d=p<1,

T, b~ 1b, e s 1R (3)



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

« Hormander '65, Calderén-Vaillancourt '71, § < 1,

T,: 1212  o5eS; (1)

o Fefferman '73, 0 <d < p < 1,

T, L%~ BMO, oeS, 02 (2)

. Stein, 0<d=p<1,

T, b~ 1b, e s 1R (3)

. Teoria de CZ vale para 535, 0<éd<p=1. (4)



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

(1) + (2) + (3)+ (4) + interpolacién + célculo simbdlico:

Ty : P — LP, o €Sy, m§—n(1—p)|%—%|,(5<1.



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

(1) + (2) + (3)+ (4) + interpolacién + calculo simbdlico:

Ty : P — LP, o €Sy, m§—n(1—p)|%—%|,5<1.

Este resultado es éptimo:

Sim> —n(1-p) % — 1 existe 0 € 5,5 tal que T, no estd

acotado en LP. Hardy-Littlewood-Hirschman-Wainger.



Clases de Hormander lineales, 0 < 6 < p <1 - Teoria LP

(1) + (2) + (3)+ (4) + interpolacién + calculo simbdlico:

Ty : P — LP, o €Sy, m§—n(1—p)|%—%|,5<1.

Este resultado es éptimo:

Sim> —n(1-p) % — 1 existe 0 € 5,5 tal que T, no estd

acotado en LP. Hardy-Littlewood-Hirschman-Wainger.

Kenig-Staubach '07 (L>°(S,"), m € R, 0 < p < 1): operadores
W-pseudodiferenciales y su acotacién en LP.

oc LOO(SF',n) < laga(x,g)] < GC(1+ ’fl)m—p|a|

T, : LP(R") — LP(R") para 1 < p <2y m < —n(1 — p)/p. Notar
que Sy C L>(S)).



Calculo simbdlico para clases de Hormander bilineales

Invariancia por transposicion

(T(f,g). h) = (T*(h,g),f) = (T*(f.h).g), f,geCR").



Calculo simbdlico para clases de Hormander bilineales

Invariancia por transposicion

(T(f,g). h) = (T*(h,g),f) = (T*(f.h).g), f,geCR").

Teorema 1 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Sio<id<p<l,d<lyoce BS/',’” , entonces T;j = T, donde

o e BSTs, j=1,2.

Bényi-Torres, 2003: Caso p=1, m=4§ =0.



Calculo simbdlico para clases de Hormander bilineales

Expansiones asintéticas

Teorema 2 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Si0§6<p§1y0685;’,’,entonces

jlel

NZ KO (o(x, =€ =, m)),

en el sentido de que si N € N entonces

0_*1_ Z

la|<N

jlel

030 (o (x, =€ —n,m)) € BTN,

Similarmente para o*?.




Clases de Hormander bilineales, 0 < § < p < 1 - Teorfa L2

La teorfa L? en el caso bilineal corresponde a las acotaciones
LP x L9 — L', donde (:l 11) est4 en el triangulo con vértices

(3.2.1), (3.0 ,2)y(0,2,2



Clases de Hormander bilineales, 0 < § < p < 1 - Teoria L2

La teorfa L? en el caso bilineal corresponde a las acotaciones

LP x L9 — L', donde (,1), 11) est4 en el triangulo con vértices

(3.2.1), (3.0 ,2)y(0,;,;

« El resultado de Calderén-Vaillancourt para la clase 58’0 falla en
el caso bilineal: Existen simbolos o € BS&O para los cuales los
correspondientes operadores bilineales no satisfacen las
acotaciones

TU:LPXLq—>/_r,

1y %. Bényi-Torres, 2004.

1<p,g<oo, 3<r<ooy;=s



Clases de Hormander bilineales, 0 < § < p < 1 - Teoria L2

La teorfa L? en el caso bilineal corresponde a las acotaciones
r 1 1 1 s . 7 4
LP x [9— L" donde (,—J, T ) esta en el triangulo con vértices
11 11 11
(ﬁ’ 29 1)1 (57 07 §) y (07 212

. El resultado de Calderén-Vaillancourt para la clase S§, falla en
el caso bilineal: Existen simbolos o € BS{, para los cuales los
correspondientes operadores bilineales no satisfacen las

acotaciones
Te: LPx 19— 1L",

1< p, g < o0, % <r<ooy % = % + %. Bényi-Torres, 2004.

.« OE BSg,p, 0 < p < 1: Las propiedades de acotacién para T, no

son conocidas.



Clases de Hormander bilineales, 0 < 0 < p < 1 - Teoria L

No conocida, excepto los casos ya mencionados.



Otra pruebade T, : [P x L9 — L" o € BS&;, 0<do<l1

Grafakos-Torres, 2002:

Si T y sus traspuestas, T*! y T*2, tienen simbolos en BS{)VI,
entonces T y sus traspuestas pueden ser extendidos a operadores
acotados de LP x L9 en L" paral < p,q<ocoyl/p+1/q=1/r.



Otra pruebade T, : [P x L9 — L" o € BSR(;, 0<do<l1

Grafakos-Torres, 2002:

Si T y sus traspuestas, T*! y T*2, tienen simbolos en BS{)VI,
entonces T y sus traspuestas pueden ser extendidos a operadores
acotados de LP x L9 en L" paral < p,q<ocoyl/p+1/q=1/r.

Notar que BS&; CBSY;,0<s<1!



Otra pruebade T, : [P x L9 — L" o € BSR(;, 0<do<l1

Grafakos-Torres, 2002:

Si T y sus traspuestas, T*! y T*2, tienen simbolos en BSﬂl,
entonces T y sus traspuestas pueden ser extendidos a operadores
acotados de LP x L9 en L" paral < p,q<ocoyl/p+1/q=1/r.

Notar que BS&; CBSY;,0<s<1!

Combinando estos resultados con el Teorema 1 (célculo simbdlico
bilineal):

Corolario 1

Si o es un simbolo en BS? 5+ 0 <0 <1, entonces T, se extiende a

un operador acotado de LP x [T en L", 1 < p,q < o0, % + % = %




Acotacién en espacios de Sobolev y reglas de tipo Leibniz

Teorema 3 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Sio e BS? 05 0< 0 <p<1,6<1, entonces
Ty 2 x W5™ — 12,

[n/2]+1

donde s es un entero tal que s > + n.




Acotacién en espacios de Sobolev y reglas de tipo Leibniz

Teorema 3 (Bényi-Maldonado-Naibo-Torres, 2010)

Sio e BS° 05 0< 0 <p<1,6<1, entonces
Ty 2 x W5™ — 12,

[n/2]+1

donde s es un entero tal que s > + n.

Corolario 2 (Regla de tipo Leibniz)

Sean m > 0, UGBS"’ 0<d<p<1,6<1.Sis esun entero

[n/2]+1

tal que s > + n, entonces

17 (£, &)z < € (Il mallglloce + 1o cllglmz)

para f,g € C(R").




Prueba de la regla de tipo Leibniz

c o0& m) = alx.&mo (L) (1+[¢2) ™ € BSY

2

o2(x,&,m) = o(x,&mo () (1+ ) ~m/2 € BSY,.

+ +
mm

o To(f,g8) = Ts(JF,8) + Too(f, J"g).

. Usar Teorema 3.



Métodos basados en el andlisis real:
desigualdades bilineales de tipo Poincaré



Métodos basados en el andlisis real

1fell caniwy S NVl erns(uy 181 e2ro vy + 1l orre () I VE N o222 v

. h pertenece al espacio de Morrey LP*(w) si

1 1/p
Iy =P (W / \h(X)W(x)]”dx) .

. h pertenece al espacio de Campanato LP*(w) si

1 1/p
— H _ P
[l corcny = sup inf (s [ (00— alw()) o) < o



Casos particulares, w = 1 (LP := LPA(1))

. A=0, LPO = [P
. 0 <\ < n, LP? = espacios de Morrey (Campanato '64)
« A=n, LP" = BMO (John-Nirenberg, '61)

e n< A< n+p, LPA = Lipaa (Campanato '63, Meyers '64)
)



Desigualdad de Poincaré

« Desigualdad cldsica de Poincaré:

1 1 1
(/|f_f5|q> (/|vf|p> 5_5=;71§p<n.

donde fg = ﬁf



Desigualdad de Poincaré

« Desigualdad clasica de Poincaré:

1 1
(/Brf—f5|q)"5(/8|vrf|f’)”, Ll

donde fg = I_élfB f.

« Simples ejemplos muestran que esta desigualdad no es en general
cierta para 0 < p < 1.



Hacia una desigualdad bilineal de Poincaré con p <1

(] |(fg)(x)—fBgB|qu);s (f |V(fg)(x)|pdx)'l’ Gip21)

()P (o) (o) o)

S |-



Aln mas: consideremos pesos y gradientes generalizados

([t fogeluty o)

S (Y FI)P) o (fallglva)™) 7 + (folFln)?) o (fo(|Yelva)?)

Y = {Y;}M, es un familia de vectores suaves

(Yi=0,yM=nifY=V)



Desigualdad de Poincaré multilineal en espacios de Carnot-Carathéodory

Teorema 4 (Maldonado-Moen-Naibo, 2010)

« Y es una familia de campos vectoriales que satisfacen la
condicién de Hérmander en Q C R".

. p es la métrica de Carnot-Carathéodory asociada.
1 1 1
O m<P§CI<OO»1<P1, » Pm < 00, E:ZZ’:lﬁ

o U, Vi, k=1,---,m, son pesos en ) que satisfacen condiciones
adecuadas* en relacién a p, q y pk.

(e T <)
k=1 k=1
<C ké (/B(|Yfk|vk)pk dx)l/pk I;Ik (/B(m\v,-)"f dx)l/pi,

para toda p-bola B con radio suficientemente pequefio contenida
en un compacto dado de Q y para toda f, € C1(B).

1/q




Desigualdad de Poincaré multilineal en espacios de Carnot-Carathéodory

« *Condiciones adecuadas: En el caso euclideo y cuando todos los
pesos son identicamente igual a uno estas condiciones incluyen la
relation %’ — % = % dando en el caso lineal la desigualdad clésica

de Poincaré.



Desigualdad de Poincaré multilineal en espacios de Carnot-Carathéodory

« *Condiciones adecuadas: En el caso euclideo y cuando todos los
pesos son identicamente igual a uno estas condiciones incluyen la
relation %’ — % = % dando en el caso lineal la desigualdad clésica

de Poincaré.

« Resultados en el caso lineal incluyen trabajos de
Fabes-Kenig-Serapioni '82, Chanillo-Wheeden '85, Jerison '86,
Lu '92, Franchi-Lu-Wheeden '95.



Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré



Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré

La desigualdad clasica de Poincaré sigue de:

o Férmula de representacion:
[f(x) = f8] S IBA(IVF])(x),  x€ B,

donde /g 1 es la integral fraccionaria de orden uno

I 2(h)(x) = /B hy)lx — y[*" dy.



Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré

La desigualdad clasica de Poincaré sigue de:

o Férmula de representacion:
[f(x) = f8] S IBA(IVF])(x),  x€ B,

donde /g 1 es la integral fraccionaria de orden uno

I 2(h)(x) = /B hy)lx — y[*" dy.

- Propiedades de acotacién de /g 1.



Ideas principales en la prueba de desigualdades multilineales de tipo Poincaré

En el caso multilineal:

« Definir integrales fraccionarias multilineales adecuadas.

« Probar propiedades de acotacién en espacios de Lebesgue para
las integrales fraccionarias multilineales.

« Probar correspondientes férmulas de representacion.



Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo



Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo

« Integral fraccionaria clasica en R":

w0 = [ ey [ I )0

o |x —y|re re [B(x; [x = yl)|



Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo

« Integral fraccionaria cldsica en R":

w0 = [ ey [ I )0

o |x —y|re re [B(x; [x = yl)|

. Caso lineal en un espacio de tipo homogéneo (X, d, u):

_ d(x,y)* N
o)) = | gt )ty xeX.




Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo

« Integral fraccionaria cldsica en R":

w0 = [ ey [ I )0

o |x —y|re re [B(x; [x = yl)|

. Caso lineal en un espacio de tipo homogéneo (X, d, u):

_ d(x,y)* N
o)) = | gt )ty xeX.

. Caso multilineal en un espacio de tipo homogéneo (X, d, ) :

. d(x.)"
IX,a(f)(X) - /X’" (M(Bd(Xa d(X7 }—/»))))m

F=(f . fm), d,¥) = d(x,y1) + -, +d(X, ym),
du(y) = du(y1) - . . du(ym)-

fi(y1) - - fm(ym) du(y),



Integrales fraccionarias multilineales en espacios de tipo homogéneo

. Integral fraccionaria cldsica en R™:

_ f(y) B Ix — y|*
W(F)(x) = /R W)y / T ) .

n|x —y[rme re |B(x, [x =y

. Caso lineal en un espacio de tipo homogéneo (X, d, u):

Txal ) = [ -0

x (B4(x,d(x,y))) f(y) du(y), x e X.

. Caso particular: integral fraccionaria multilineal en R":

- fi(y1) - fm(ym) =
I n o f - d )
rra(f)(x) /(Rn)m (X = y1| + -+ |x — ym|)™ y

F=f o fm)s V=1 ym)-



Propiedades de acotacién de Zx

Teorema 5 (Maldonado-Moen-Naibo, 2010)

« (X, p, ) espacio de tipo homogéneo que satisface la “reverse
doubling property” y ciertas condiciones técnicas bastante

generales.
1 1 1
o m<P§CI<OO»1<P1, » Pm < 00, E:ZZ’:lﬁ
o U, vk, k=1,---,m son pesos definidos en X que satisfacen

condiciones adecuadas* en relacion a p, q y pk.

Entonces existe una constante C, que depende sélo de constantes
estructurales, tal que

= \9 1/q 1/pk
(/X <|Ixyaf|u> d,u) <CH (/ |fic|vk) pkd,u)

para toda f € LP1(X, vitdu) x -+ x LPm (X, viardp).




Algunos resultados en coneccién con el Teorema 5

o Muckenhoupt y Wheeden, '74: X = R”, m = 1, caracterizacién
de los pesos w para la desigualdad fuerte

(Lwwra)" sc wre)”

f20,1<p<£,}7=

39

T =

« Sawyer, '88: X =R", m =1, caracterizacién de los pares de
pesos para la acotacién fuerte de /.

. Sawyer-Wheeden '92 y Pérez-Wheeden '01: (X, d, ;1) espacio de
tipo homogéneo, m = 1.

« Harboure-Salinas-Viviani '97: acotacién de la integral
fraccionaria en espacios de Lebesgue y Lipschitz con pesos.

. Caso multilineal, X = R", Moen '09, Pradolini '10,
Bernardis-Gorosito-Pradolini '10, Aimar-Hartzstein-laffei-Viviani
'10.



Férmulas de representacién multilineales en espacios de Carnot-Carathéodory

« Férmulas de representacién multilineales en espacios de
Carnot-Carathéodory:

T ACO-]] sl £D_Zealfixs, - (Yf)xs, -, fmxs)(x),
k=1 k=1 =1

x € B.

Resultados lineales incluyen trabajos de Lu-Wheeden '98 y
Franchi-Lu-Wheeden, '96, '95, entre otros.



Muchas gracias!
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