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Introduccién

Presentacidn del problema

Dadas f y g sobre 2, consideramos el problema de Cauchy

Ouu+Au=0 enQ x (0,00)
u(-,0) =f en 2
Ou(-,0) =g en Q,

donde A es un operador eliptico de segundo orden, simétrico,
definido en C3° ().

El problema estara bien planteado si podemos elegir una extension
autoadjunta de A en el espacio de Hilbert asociado H.

@ A esencialmente autoadjunto
@ Dando condiciones de borde extras



Introduccién

Presentacidn del problema

@ Eligiendo la extension de Friedrich la solucion tiene energia
finita.

@ Sila solucién tiene energia finita, no es suficiente para que el
problema esté bien planteado.

Gamboa, Sanmartino y Tchamitchian (2010) caracterizan cuando
existe una Unica extension autoadjunta de A con dominio incluido en
el espacio de energia.
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Una alternativa de buen planteo

Presentacidn del problema

Sea Q) =R" x (0,0),y
1 ..
A=——divMV
m
@ (H1) Para todo (x,z) € Q, m(x,z) >0y M(x,z) = M(x,z)' >0

@ (H2) m € L}, .(Q) y supongamos que para todo compacto K C €,
existen constantes positivas ax y bk tales que ax < m(x,z) < bg
para casi todo x € K

— . 1
@ (H3) m; € L}, .(Q), continuas y —€ L.(Q).
ij



Una alternativa de buen planteo

Presentacidn del problema

Definimos:
@ El espacio de Hilbert

Hi={peLL(Q) : o]} = / o, ) Pm(x, 2)dps < 00},
@ El espacio energia

E:={peH: D" e L yb(p,p) <ox},
b(p,p) = AM(x7Z)V¢(x7Z) -V o(x,z)dp
<

lellz = ble, ) + Il



Una alternativa de buen planteo

Presentacidn del problema

Entonces:

@ A esté bien definido con D(A) = C3°(2) densoen H,y A
simétrico en H (por (H1) y (H2))

@ Sea
CX(Q) :={f : existe g € C°(R""!) tal que f = g|a}-

Luego £ es Banachy C(Q2) C & (por (H2) y (H3))

@ Pedimos ademas: (H4) C>(§2) densoen &
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Una alternativa:awpp

¢ Cuando existe una Unica extension autoadjunta de A con dominio
contenido en el espacio energia £? ( awpp ).



Una alternativa de buen planteo

Una alternativa:awpp

¢ Cuando existe una Unica extension autoadjunta de A con dominio
contenido en el espacio energia £? ( awpp ).

Teorema
@ 1) A tiene la propiedad awpp = para todo I' C R” con u(T") # 0

se tiene |
1
/ / I S A——
0 rmn+1,n+1(xal)

@ 2) Sipara todo x € R" existe una bola abierta B O x tal que

|
——dz = o0,
/O wB(Z)

donde ws(z) = [, mat1,041(y,2)dy, entonces A tiene la propiedad
awpp.
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Una alternativa:awpp

Dem: Recordemos que £ = C;?O(Q)E y sea & = C3°(Q)

A tiene la propiedad awpp siy sélo si & = £.

@ 1) Supongamos que existe un conjunto T en R” tal que

1
1
/ /7dxdz< 0.
0 an+1,n+1(x7z)



Una alternativa de buen planteo

Una alternativa:awpp

Dem: Recordemos que £ = C;?O(Q)E y sea & = C3°(Q)

A tiene la propiedad awpp siy sélo si & = £.

@ 1) Supongamos que existe un conjunto T en R” tal que

1
1
P
0 Jr Mutint1(x,2)
Sean e C(0,1/2) yn =1enun entorno de 0. Para ¢ € &,

1
M) = / / 8.(p(x,2) n(z)) dv dz
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Una alternativa:awpp

Dem: Recordemos que £ = C;?O(Q)E ysea&:= C(C;O(Q)g

A tiene la propiedad awpp siy sélo si & = £.

@ 1) Supongamos que existe un conjunto T en R” tal que

1
1
P
0 Jr Mutint1(x,2)
Sean e C(0,1/2) yn =1enun entorno de 0. Para ¢ € &,

1
M) = / / 8.(p(x,2) n(z)) drdz = — / (x,0) dx.

Entonces A(¢) = 0en & pero A\ # 0.
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Una alternativa:awpp

@ 2) Supongamos que £ # &, entonces 3\ € £ talque A =0en
& y una funcion ¢ € C(£2) con A(p) # 0.

e Primer paso: Probar que

b
——dz <
/o wp@) %
para toda bola B O sopy(+,0)

e Segundo paso: Encontrar x tal que

LS|
/ dz < oo
o wa(z)

para toda bola B D x.
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Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a otro tipo de dominios

Pudimos dar resultados analogos en dos clases de dominios
Q Q,:={(x,2):xeR",z>~(x)} con~y € C™.

Q Q c R**! un dominio acotado con Q € C!.



Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a Q,

Sea
A= 1 divMV
m
definido en Ci°(€2,) con vy € C*.
Sea
@ ¢: Q2 — Q. dadapor ¢(y,w) = (y,w+v(y)) = (x,2)
@ y=¢"':Q, — Qdadapor ¢(x,z) = (x,z — y(x)) = (y, w),

Luego,
0
[Dy] = I ut
0
0 o
—a—; .o —a—jn 1

donde I es la matriz identidad de n x n.



Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a Q,

Definimos en Q = R x (0, c0)

1 . -
A:=——divMV,
m

donde:
© iy, w) = (mo @) (y,w) = m(x,2)
© M(y,w) := [DY](x, )M (x,2)[DY]" (x, 2).

¢ define una isometriaentre Hy H, y entre £ y &,,.

Existe una biyeccion entre los espacios C;°(€2,) y C5° ().



Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a Q,

Teorema
@ 1) A tiene la propiedad awpp = para todo D C R" con pu(D) # 0

se tiene
y(x)+
/ / —————dzdx =
anrl n+1 (-x Z)

2) Si para todo x € R" existe una bola abierta B D x tal que

|
——dz = o0,
/0 wp(z)

donde wp(z) = [,(TMTT)(s,z +~(s))ds con T = (= 2% .. 21 1),
entonces A tiene la propiedad awpp.




Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a © un dominio C'

Teorema

@ A tiene la propiedad awpp = para cualquier conjunto U; de la
forma

Us = {x € R" i x = (x1, .., Xi_1,Xis1, ., Xnt1) € D CR”
y v(x) <x <7(x)+ 0},

donde >0talque Us c 2,1 <i<n+1fijoyy:D—Resla
funcién que parametriza localmente el borde de , se tiene

1
——du = oo.
/115 m ;(x)




Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Extension a © un dominio C'

Teorema

@ Supongamos que para todo x € R” tal que (x, (x)) € 0N existe
una bola B C Dy que contiene a x tal que

<1
/ dt = o0,
o wa(t)

donde
wp(t) = /(I‘MFT)(X,tJr'yk(x))dx,
B
conl= (-9, -2, ,—6‘211 s —8)‘?"11) y 0 <t < ¢, donde

ks Dy Y x; corresponden al elemento V. del cubrimiento de €.
Bajo estas hipétesis A tiene la propiedad awpp.




Extension de la awpp a otro tipo de dominios

Condicion mas fuerte sobre la matriz M/

Existen condiciones sobre la matriz M que aseguran que A
cumple la awpp: Tomando

wp(t) = /Bmmax(x,t—k V(X)) dx,

donde mye(x) 1= maxi<;j<ni1mi;(x).
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Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Consideremos el espacio de Sobolev
WL2(Q) = {f € L, .(Q) : D*f € L2(Q) Va con |a| < 1}

y sea
e A=—-LldvmMvV
@ M diagonal conm;; = w

O m=uw.
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Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Consideremos el espacio de Sobolev
WL2(Q) = {f € L, .(Q) : D*f € L2(Q) Va con |a| < 1}

y sea
e A=—-LldvmMvV
@ M diagonal con m;; = w
O m=uw.

Entonces

E=WL(Q) y &= W5 Q).



Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Aplicacion con w € A;(R"1)

Teorema
Sea Q c R con Q € C!. Siw € Ay(R"*!) y continua en £, entonces

G (Q) & W2 ().




Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Aplicacién con w € A,(R""")

Teorema

Sea Q c R con Q € C!. Siw € Ay(R"*!) y continua en £, entonces

G (Q) & W2 ().

Idea de Dem:
@ C>(Q) es denso en W' 2(Q) [Chua (1992)]
QweAHRT)=well (9

loc

@ Pero é eL,.(Q).
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Aplicacion con w = d(x)*

Teorema

Sea Q) c R*t! con Q € C!. Entonces
@ 1) C*(Q) ¢ WA (Q), para —1 <a < 1.
@ 2) C°()= W7 (Q), paraa > 1.




Aplicacion en espacios de Sobolev con pesos

Aplicacion con w = d(x)*

Teorema

Sea Q) c R*t! con Q € C!. Entonces
@ 1) C(Q) ¢ WA (Q), para —1 <a < 1.
@ 2) C°(0)= W7 (Q), paraa > 1.

Dem: 1)Si—1<a< 1= d"e AR
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Aplicacion con w = d(x)*

Teorema

Sea Q) c R*t! con Q € C!. Entonces
@ 1) C*(Q) ¢ WA (Q), para —1 <a < 1.
@ 2) C°()= W7 (Q), paraa > 1.

|
—
/0 wg (1)

donde wp(t) = [5 Mmar(X, 1 + (X)) dX Y Mypae(x) = d(x)".
Si Xo = (x, %(x)),

d* (%, 1 4+ (X)) < (X, 1+ (X)) = Xol* = [1].

Dem: 2) Analizemos

Entonces,
wslt) < / 11 dx = C [1]".
B
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Aplicacion con w = d(x)*

Por lo tanto,

€ € 1
/ ! dtZ/ —dt = 00
o wa(r) o It

para a > 1, es decir C3°(Q)= W).*(Q).
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