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Wavelets

Dj , j ∈ Z, cubos diádicos en IRd de medida 2−jd

D = ∪j∈ZDj familia de todos los cubos diádicos en IRd y D+ los
de medida ≤ 1

Para n entero positivo existe Ψ ⊂ C n
0 (IRd), #Ψ = 2d − 1, con

n-momentos nulos, φ ∈ C n
0 (IRd), sopφ ⊂ Q, tal que

{ψI : ψ ∈ Ψ, I ∈ D} b.o.n. de L2(IRd)

ψI(x) = 2
jd
2 ψ(2jx− k), I = Ijk, k = (k1, . . . , kd), sopψI ⊂ Q(I)
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Wavelets

Para ψ ∈ Ψ, y I ∈ D

ψI,p = |I|
1
2
−1
p ψI

Notar ψI = ψI,2 y ‖ψI,p‖Lp(IRd) = ‖ψ‖Lp(IRd) para todo I ∈ D.

f = P0f +
∑
I∈D+

∑
ψ∈Ψ

〈f, ψI,p′〉ψI,p

P0 es la proyección ortogonal sobre S0 = span{φI : I ∈ D0}, y
1
p + 1

p′ = 1.
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Caracterización por medio de wavelets

Sean d, p, λ, α and τ como antes. Supongamos que Ψ ⊂ C n(IRd) para
n > λ+ d.

(A) f ∈ Bλp (IRd) si y sólo si

‖P0f‖Lp(IRd) +

 ∑
I∈D+

∑
ψ∈Ψ

|I|−
λp
d |〈f, ψI,p′〉|p


1
p

<∞

(B) f ∈ Bατ (IRd) si y sólo si

‖P0f‖Lτ (IRd) +

 ∑
I∈D+

∑
ψ∈Ψ

|〈f, ψI,p′〉|τ


1
τ

<∞
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Dahlke-DeVore

Si D es un dominio Lipschitz en IRd, 1 < p <∞, λ > 0, 0 < α < λd
d−1

y 1
τ = 1

p + α
d , entonces

H (D) ∩Bλ
p (D) ⊂ Bα

τ (D)

donde H (D) = {u : ∆u = 0 en D}

5 / 16



Temperaturas

Ω = D × (0, T ), T > 0, D Lipschitz acotado de IRd

Θ(Ω) = {u : ∂u
∂t

= ∆u en Ω}

Para 0 < γ < 1, 1 < r <∞ definimos

Bγr (Ω) =
(
Lr(Ω),W 2,1

r (Ω)
)
γ
2
,r

‖v‖W 2,1
r (Ω) = ‖v‖Lr(Ω)+

d∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
Lr(Ω)

+

d∑
i=1

d∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lr(Ω)

+

∥∥∥∥∂v∂t
∥∥∥∥
Lr(Ω)

δ̃(x) = ı́nf{|x− y| : y ∈ ∂D}
ρ((x, t); (y, s)) = máx{|x− y| ,

√
|t− s|} en IRd+1

∂parΩ = (D × {0}) ∪ (∂D × [0, T ))

δ(x, t) = ı́nf{ρ((x, t); (y, s)) : (y, s) ∈ ∂parΩ}
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(AGI 2008)

Sea 0 < λ < ` < λ+ d, 1 < p <∞. Para alguna constante C y para

toda u ∈ Θ(Ω),∥∥δ`−λ ∣∣∇`u
∣∣∥∥
Lp(Ω)

≤ C ‖u‖Lp((0,T );Bλp (D))

‖u‖Lp((0,T );Bλp (D)) =

(∫ T

0

‖u(·, t)‖pBλp (D) dt

) 1
p

(AGI 2010)

Para γ > 0, 1 < q <∞ y 0 < ε < γ

Θ(Ω) ∩ Lq((0, T );Bγ
q (D)) ⊂ Bγ−εq (Ω)
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Mejora de la regularidad en temperaturas

Sean 1 < p <∞, λ > 0, ` = [λ+ d], 0 < α < mı́n{`, λd
d−1} y

1
τ = 1

p + α
d . Entonces

Θ(Ω) ∩ Lp((0, T );Bλp (D)) ⊂ Lτ ((0, T );Bατ (D))

Sean 1 < p <∞, λ > 0, 0 < α < mı́n{d
(
1− 1

p

)
, λd
d−1} y

1
τ = 1

p + α
d .

Entonces

Θ(Ω) ∩ Bλp(Ω) ⊂
⋂

α>ε>0

Bα−ετ (Ω)
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Partición del conjunto de ı́ndices wavelet

δ(x, t) = mı́n{δ̃(x),
√
t}

Ω1 = {(x, t) ∈ Ω : δ(x, t) = δ̃(x)},
Ω2 = {(x, t) ∈ Ω : δ(x, t) =

√
t}o

Γj = {I ∈ Dj : Q(I) ∩D 6= ∅}, j ≥ 0

Cubos frontera: Γj,0 = {I ∈ Dj : Q(I) ∩ ∂D 6= ∅}

Cubos interiores
o

Γj= Γj \ Γj,0: 0 < t < T , I(t) = I × {t}

o

Γj
1

(t) = {I ∈
o

Γj : I(t) ⊂ Ω1} y
o

Γj
2

(t) =
o

Γj \
o

Γj
1

(t)

Γj,k = {I ∈ Γj : k2−j ≤ δ̃Q(I) < (k + 1)2−j}, k, j ≥ 0

Γj = ∪k≥0Γj,k

Γ = ∪j≥0Γj
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Geometŕıa

Existen c1 y c2 tal que si t > c14−j y I ∈
o

Γj
2

(t), tenemos
δ(x, t) ≥ c2

√
t para x ∈ Q(I).

Para todo t > 0, para todo I ∈
o

Γj
1

(t) y para todo x ∈ Q(I)

tenemos que δ(x, t) ≥ δ̃Q(I).

Existen C0, C1 y C2 dependiendo de D tal que

1 #(Γj) ≤ C02jd,

2 #(Γj,k) ≤ C12j(d−1), j, k ≥ 0,

3 Γj,k = ∅ for k > C22j
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Existen c1 y c2 tal que si t > c14−j y I ∈
o

Γj
2

(t), tenemos
δ(x, t) ≥ c2

√
t para x ∈ Q(I).

Para todo t > 0, para todo I ∈
o

Γj
1

(t) y para todo x ∈ Q(I)

tenemos que δ(x, t) ≥ δ̃Q(I).

Existen C0, C1 y C2 dependiendo de D tal que

1 #(Γj) ≤ C02jd,

2 #(Γj,k) ≤ C12j(d−1), j, k ≥ 0,

3 Γj,k = ∅ for k > C22j

11 / 16



Geometŕıa

Existen c1 y c2 tal que si t > c14−j y I ∈
o

Γj
2

(t), tenemos
δ(x, t) ≥ c2

√
t para x ∈ Q(I).

Para todo t > 0, para todo I ∈
o

Γj
1

(t) y para todo x ∈ Q(I)

tenemos que δ(x, t) ≥ δ̃Q(I).

Existen C0, C1 y C2 dependiendo de D tal que

1 #(Γj) ≤ C02jd,

2 #(Γj,k) ≤ C12j(d−1), j, k ≥ 0,

3 Γj,k = ∅ for k > C22j

11 / 16



Demostración

u ∈ Lp((0, T );Bλp (D))

para t fijo, U(t)(x) = u(x; t) ∈ Bλp (D)

para t fijo, como D es Lipschitz, V (t) extensión de U(t) a IRd,

‖V (t)‖Bλp (IRd) ≤ C ‖U(t)‖Bλp (D)

V (t) = P0V (t) +
∑
I∈D+

∑
ψ∈Ψ

〈V (t), ψI,p′〉ψI,p

=
∑
I∈D0

〈V (t), ϕI〉ϕI +
∑
I∈D+

∑
ψ∈Ψ

〈V (t), ψI,p′〉ψI,p

W (t) =
∑
I∈Γ0

〈V (t), ϕI〉ϕI+
∑
I∈Γ

∑
ψ∈Ψ

〈V (t), ψI,p′〉ψI,p = W0(t)+W1(t)

W (t) ∈ Bλp (IRd), W (t) = V (t) = U(t) en D
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Demostración

‖W0(t)‖Bατ (IRd) ≤
∑
I∈Γ0

|〈V (t), ϕI〉| ‖ϕI‖Bατ (IRd)

≤ ‖V (t)‖Lp(IRd)

∑
I∈Γ0

‖ϕI‖Lp′ (IRd) ‖ϕI‖Bατ (IRd)

≤ C ‖V (t)‖Bλp (IRd)

≤ C ‖U(t)‖Bλp (D)

∫ T

0

‖W0(t)‖τBατ (IRd) dt ≤ C
∫ T

0

‖U(t)‖τBλp (D) dt

como τ < p, aplicando la desiguadad de Hölder p
τ∫ T

0

‖W0(t)‖τBατ (IRd) dt ≤ CT
p−τ
p

(∫ T

0

‖U(t)‖pBλp (D) dt

) τ
p

es finita pues u ∈ Lp((0, T );Bλp (D)).
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Demostración

Para ver
∫ T

0
‖W1(t)‖τBατ (IRd) dt <∞ basta ver∫ T

0

∑
I∈Γ

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt <∞

∫ T

0

∑
I∈Γ

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt =
∞∑
j=0

∫ T

0

∑
I∈Γj

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

=

∞∑
j=0

∫ c14−j

0

∑
I∈Γj

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

+

∞∑
j=0

∫ T

c14−j

∑
I∈Γj

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

= A+B
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Demostración

B =
∞∑
j=0

∫ T

c14−j

∑
I∈Γj,0

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

+
∞∑
j=0

∫ T

c14−j

∑
I∈

o
Γj

1

(t)

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

+
∞∑
j=0

∫ T

c14−j

∑
I∈

o
Γj

2

(t)

∑
ψ∈Ψ

|〈V (t), ψI,p′〉|τ dt

= B0 +B1 +B2
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