Seminario IMAL

Uso de geometria para estudiar légica
infinitovaluada de Lukasiewicz

Manuela Busaniche. Basado en un trabajo conjunto con D.
Mundici
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Calculo Proposicional de Lukasiewicz

L: {x7|a_)7_‘7(7)}

Férmulas: Son listas finitas de elementos de £ que se obtienen
aplicando las siguientes reglas:
@ Las variables proposicionales son férmulas.
@ Si ¢y v son féormulas, entonces —¢ es férmula y (¢ — 1)) es
férmula.
© Una férmula se obtiene aplicando un niimero finito de veces las
reglas anteriores.
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Axiomas y reglas de deduccion

o k)¢~ (v~ 9)

o (£2) (¢ ~>v) > (¥ »x) > (¢ > X))
o (£3) (=g = —¢) = (¢ — )

o k4 o~ (v - ¢)

La regla de deduccién es MP: ¢ se deduce de ¢ y ¢ — 0.
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Teorias Primas

Una teorfa prima (o completa) A en £ es un conjunto de férmulas de
L que satisface:

@ Todas las férmulas demostrables estdn en A,

@ A es cerrada por modus ponens,

@ ¢,1 € Form(L), entonceso ¢ > e Ao) - pe A.

Dado un conjunto X ¢ Var una teoria A se llama teoria sobre Lx si
para todo ¢ € A, var(¢) € X.



Propiedad de consistencia de Robinson

Sean X, Y, XnY+@, Lx,Ly.Si

A€ Prime(Lx) Ve Prime(Ly)

tales que
by

ﬂﬁXnY 7 N r"IEXnY
A v

Entonces existe ¢ € Prime(Lxyy) tal que

A v
I"lﬁx N 7 ﬂﬁy
P



Valuaciones

Una valuacién es una funcién v : Form(t.) — [0, 1] que satisface que
para toda ¢, 1) € Form(L.)

v(¢ = 1p) =min(1,1-v(¢) +v(¢))
V(=) =1-v(¢9)

Puedo definir en [0, 1]* la funci6n binaria x = y = min(1,1 - x +y) y
entonces pido

V(o =) =v(¢) = v(¥).



Representacion de McNaughton

Sea ¢ € Form tal que var(¢) = {x1,x2,...x,}. Luego la asignacién

=0
tal que
Xj = T
si o
¢ =1 —>x entonces ¢=1Y =Y
y si

¢ =-1 entonces ¢=1-1

es un mapeo de

Form(Lx) ~ {f:[0,1]" - [0,1]}.
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Funciones de McNaughton

Una funcién de McNaughton en n variables es una funcién
f:[0,1]" - [0, 1] que satisface:

@ f es continua

@ f es lineal a trozos
@ cada trozo lineal tiene coeficientes enteros



Representacion

Sea X un conjunto de variables de cardinal n. Para cada ¢ € Form(Lx)
¢, es una funcién de McNaughton de 7 variables y para cada funcién
de McNaughton f de n variables existe ¢ € Form(Lyx) tal que f = ¢.
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Ideales primos

Un ideal primo / de Free, es un subconjunto no vacio
de Free, que satisface:

o felyg<f,entonces gel,
o f,gel entoncesf® gel,
@sifagel entoncesofelogel.

Teorias primas sobre Ly <> ideales primos de Free, (X)
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Formulacion algebraica de RJC

Si I € Prime(Free,(X)) y J € Prime(Free,,(Y)),
tales que
K
Fxny 7 N Fxny
1 J

Luego existe A € Prime(Free(X U Y)) tal que

1 J
Fx ~ ~ Fy
A
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Estudio de ideales

Sea S ¢ [0, 1]" no vacio. Consideremos
Js={f € Free,(X) :f(x) =0 Vxe S}

Js es un ideal. En efecto:
Q f=0¢ls,
Q Sif,geJs, entonces f & g € Jg,
Q SifeJsyg<f, entonces g € Js.

Ahora... Cudndo es Jg primo?
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1
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Algunas ideas con ejemplos

Trabajemos en [0, 1].

1
-3x+1 six<—
f(x) = 3’
0 sino
Y 2
3x-1 six>—,
g(x) = 3
0 sino

9
Sea § = ( ] LuegofAag=0estaenJs,perof ¢ Jsy g ¢Js.
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Triangulaciones unimodulares

Para cada simplex n-dimensional S < [0, 1]" con vértices racionales
sea

Q vi,Vy,...,V, los vértices de S
@ 1 < d;=denominador comun menor de los indices de V;

© v;; los tnicos enteros que satisfacen
\_/l = (V,'7()/di, e Vi7n—l/di)

tales que ged(vip, ... Vin-1,d;) = 1
()

VI = (Vi0y -+ Vin-1,d;)

@ Mg lamatrizde (n+1) x (n+ 1) cuya i-ésima fila es 7/".



o> < Fr o«

o



Triangulaciones unimodulares

Un simplex S se llama unimodular si def(Ms) = 1.



Triangulaciones unimodulares

Un simplex S se llama unimodular si def(Ms) = 1.

Una triangulacion de [0, 1]" se llama unimodular si todos los
simplexes (racionales) de la triangulacién son unimodulares.



Triangulaciones unimodulares

Un simplex S se llama unimodular si def(Ms) = 1.

Una triangulacion de [0, 1]" se llama unimodular si todos los
simplexes (racionales) de la triangulacién son unimodulares.

Sea f € Free,(X) y sean py, ..., pi sus componentes lineales. Luego
existe una triangulacién unimodular 7 de [0, 1]" tal que para cada
simplex S€7 ,f =pjenS.



Triangulaciones unimodulares

Un simplex S se llama unimodular si def(Ms) = 1.

Una triangulacion de [0, 1]" se llama unimodular si todos los
simplexes (racionales) de la triangulacién son unimodulares.

Sea f € Free,(X) y sean py, ..., pi sus componentes lineales. Luego
existe una triangulacién unimodular 7 de [0, 1]" tal que para cada
simplex S€7 ,f =pjenS.

Sea 7 una triangulacién unimodular en [0, 1]" y sea v una mapeo
desde los vértices de los simplexes en 7 en {0, 1}. Luego la tinica
funcién f : [0, 1]" — [0, 1] que es lineal en cada simplex de 7 y que
satisface f(x) = v(x) para cada vértice x es una funcién en Free, (X).
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Pero son estos los tnicos ideales primos?
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Otros ideales primos

Up € [07 1]n i Juo
Ju, = {f € Free, : f(up) = 0}

Let u; ¢ R”

o) = {f € Free, : f([uo,uo + €uy)) = 0}



Indices para ideales primos

Un indice para Free,

u= (u07u17"-7ut)
@ u; € R", uy,...,u son linealmente independientes
@ Paraalgliney,...,¢ > 0 el simplex

T = conv{uo, uyg + €U, Uy + €Uy + €Uy, ...

uo + €uy + ...+ €euy € [0,1]".

Cualquier T asi dado se llamara u-simplex.



Ideales Primos

Ju € Free, se define como

Ju = {f € Free, : f"'(0) contiene algtin u - simplex}.



Problema:

Dado J € Prime(Free,) y 1 <m < n. Sea K € Prime(Free,,) tal que
K = Free,,nJ

cudl es la relacion entre los indices de J y los indices de K?




SiJ =Jy, sea
7T(ll) = (Pm(uo), IEDm("ﬂ(l))’ s >Pm(uL(r)))'

Luego 7(u) es un indice para Free,, y

K =Jr(w).
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Sea I € Prime(Free, )y J € Prime(Free,») con
l<m<n  1<m<n”
K =Jrw) =JIx)

A ~ Fp,
Ju J=Jy

F,
I

3
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Sea I € Prime(Free, )y J € Prime(Free,») con

l<m<n 1<m<n”

K =Jrw) =JIx)
F, 7 N Fiy,
I1=Jy J=Jy

Entonces existe e = (e, . . . e;) para Free ) tal
que

1 J
F x 2 Fu
Je

€ = ( ﬂ—(u)i ) Ui 5 Vi )
N—— ~ —~—
m-space n'-m-Space n’’-m-space



Sea
Jw =J N Free,,

para algin J € Prime(Free,). Luego existe un indice
u= (MQ,Ml, .. .u,)

para Free, tal que
Q /=W
Q@ 7(u)=w
@ P (us) =0sis ¢ el rango de ¢.
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