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Resumen

Obtenemos condiciones necesarias y suficientes sobre un peso v > 0, c.t.p. para que

lim
t→0

Wt ∗ f (x) = f (x) y lim
t→0

Pt ∗ f (x) = f (x) a.e. x,

para toda función f ∈ Lp(Rn, v), donde {Wt}t>0 y {Pt}t>0 son los semigrupos del
calor y de Poisson
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Problemas clásicos en el semiplano superior:

(A)


∂u
∂t (x, t) = −∆xu(x, t)

u(x, 0) = f (x)

(B)


∂2w
∂t2 (x, t) = −∆xw(x, t)

w(x, 0) = f (x),

x ∈ Rn, t > 0.
Las soluciones de (A) y (B) pueden describirse mediante los semigrupos del calor y
de Poisson.
Si, por ejemplo, f ∈ Lp(Rn, dx) y 1 ≤ p <∞,

u(x, t) =
1

(4πt)
n
2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t f (y)dy = Wt ∗ f (x), t > 0, (1.1)

y

w(x, t) =
Γ( n+1

2 )

π
n+1

2

∫
Rn

t

(t2 + |x− y|2)
n+1

2

f (y)dy = Pt ∗ f (x), t > 0, (1.2)

W(x) = (4π)
− n

2 e
− |x|

2

4 , Wt(x) = t
− n

2 W(t
− 1

2 x),

P(x) =
Γ( n+1

2 )

π
n+1

2

(1 + |x|2)
− n+1

2 y Pt(x) = t−nP(t−1x).
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Además,

lim
t→0

u(x, t) = f (x) y lim
t→0

w(x, t) = f (x)

en casi todo x.
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El problema de la convergencia en c.t.p. está relacionado con el de
encontrar desigualdades en norma con pesos para los operadores maximales

f → W∗f (· ) = sup
t>0

Wt ∗ f (.) y f → P∗f (.) = sup
t>0

Pt ∗ f (.).

o, más precisamente, con el problema de
encontrar los pesos v para los que existe un peso u tal que

W∗ : Lp(v)→ Lp(u) y P∗ : Lp(v)→ Lp(u),

estén acotados.
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Antecedentes

Carleson y Jones, Gatto y Gutiérrez, Rubio de Francia en los 80’s estudiaron estos y
otros problemas relacionados. También fueron considerados por W-S. Young (1982),
Harboure, Macias y Segovia (1984), y Kerman and Sawyer (1989). Más
recientemente hay un trabajo de Damek, Garrigós, Harboure y Torrea (2006).
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Los núcleos del calor y de Poisson son radiales, decrecientes e integrables entonces
están dominados por la maximal de Hardy-Littlewood M:

Φ∗f (x) = sup
t
|φt ∗ f (x)| ≤ CMf (x) = C sup

t>0

1
tn

∫
B(x,t)
|f (y)|dy,

entonces la convergencia en casi todo punto puede deducirse de desigualdades en
norma pesada para M.
Por ejemplo, si v ∈ Ap y f ∈ Lp(Rn, v), 1 ≤ p <∞, entonces los límites existen.
Sin embargo, esta condición no es necesaria.
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Las condiciones necesarias y suficientes que encontramos para la existencia de los
límites son fáciles de verificar:
Existe t0 > 0 tal que

0 <
∫
Rn

Wp′
t0 (y)v−

p′
p (y)dy <∞ y 0 <

∫
Rn

Pp′
t0 (y)v−

p′
p (y)dy <∞.

Estas condiciones están relacionadas con el reemplazo de los operadores maximales
por versiones locales de ellos:

f → W∗R f (.) = sup
0<t<R

|Wt ∗ f (.)| y f → P∗Rf (.) = sup
0<t<R

|Pt ∗ f (.)|.
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Respecto de la maximal de H-L: Resultados obtenidos en los 80’s por J.L. Rubio de
Francia e, independientemente [RdF] y L. Carleson and P. Jones [C-J]:

TEOREMA
Sean v un peso y 1 < p <∞.
Son equivalentes

(a)
∃ u : M : Lp(v)→ Lp(u).

(b)

∃ C : (D∗p ) sup
R>1

1
Rn p′

∫
B(0,R)

v−
p′
p (y)dy ≤ C
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PROPOSICIÓN
0 < v <∞ en c.t.p. y 1 < p <∞. sea {φt}t el semigrupo del calor, {Wt}t, o el de
Poisson, {Pt}t. Son equivalentes:

(1)
∃ u y t0 > 0 : f → φt0 ∗ f es acotado de Lp(v)→ Lp(u)

(2)
∃ u y t0 > 0 : f → φt0 ∗ f es acotado de Lp(v)→ Lp∗(u)

(3)
∃ u y t0 > 0 : φt0 ∗ f (x) <∞ a.a. x (f ∈ Lp(v))

(4)

∃ t0 > 0 : (Dφp ) 0 <
∫
Rn
φp′

t0 (y)v−
p′
p (y)dy <∞.
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Función maximal local

Φ∗Rf (x) = sup
t<R
|φt ∗ f (x)| = sup

t<R
|
∫
Rn
φt(x− y)f (y)dy|,

0 < R <∞ fijo.
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Teorema 1

0 < v <∞ en c.t.p., 1 < p <∞ Son equivalentes:

(1)
∃R > 0 y u : f → Φ∗Rf es acotado de Lp(v)→ Lp(u)

(2)
∃R > 0 y u : f → Φ∗Rf es acotado de Lp(v)→ Lp∗(u)

(3)
lim
t→0

φt ∗ f (x) existe a.a. x (f ∈ Lp(v));

(4)
∃R > 0 : Φ∗Rf (x) <∞, a.a. x (f ∈ Lp(v));

(5)
v ∈ Dφp .
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Función maximal local de Hardy-Littlewood

R > 0,
MRf (x) = sup

0<s≤R
Asf (x),

con
Asf (x) =

1
sn

∫
|x−y|<s

f (y)dy.
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LEMA
Sean v un peso, 1 < p <∞ y R > 0 fijo.
Son equivalentes

(i)
∃u : MR : Lp(v)→ Lp(u);

(ii)
∃u : MR : Lp(v)→ Lp∗(u);

.

(iii)
∃u : AR : Lp(v)→ Lp∗(u);

(iv)

(Dloc
p ) v−

p′
p ∈ L1

loc.
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Teorema 2

D∗p ( DP
p ( DW

p ( Dloc
p , 1 < p <∞.
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Demostración del Teorema 2

D∗p ⊂ DP
p :

t > 0,

Pt(y) = Cn
1

tn
(

1 + |y|2
t2

) n+1
2

≤ Cn

( 1
tnχ{|y|<t}(y) +

∞∑
j=0

1
tn(2j)n+1χ{2j t<|y|<2j+1 t}(y)

)
≤ Cn

( 1
tnχ{|y|<t}(y) +

∞∑
j=0

2−j 1
(2j+1 t)nχ{|y|<2j+1 t}(y)

)
.

Entonces, ∫
Pt(y)p′v−

p′
p (y)dy ≤ C sup

R≥t

1
Rn p′

∫
B(0,R)

vp′/p(y)dy.

v3(y) = |y|−n−εp,1 > ε > 0, está DP
p pero no en D∗p .
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DP
p ⊂ DW

p : porque Wt2 (y) ≤ CPt(y).

v2(y) = |y|−(n+1) p está en DW
p pero no en DP

p .
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DW
p ⊂ Dloc

p :
Dado cualquier x y t > 0 fijo,∫

{|x−y|<t1/2}
v−

p′
p (y) dy ≤ ep′

∫
{|x−y|<t1/2}

e−
|x−y|2

t p′v−
p′
p (y)dy

≤ (ep′ tn/2)t−n/2
∫
Rn

e−
|x−y|2

t p′v−
p′
p (y)dy.

v1(y) = e−|y|
3p está en Dloc

p pero no en DW
p .
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