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Introduccién Teoremas

Resumen

Obtenemos condiciones necesarias y suficientes sobre un peso v > 0, c.t.p. para que
lim W, * f(x) = f(x) ylim P, x f(x) = f(x) ae. x,
t—0 t—0

para toda funcién f € L?(R", v), donde {W;}i~0 y {P:}r>0 son los semigrupos del
calor y de Poisson
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Problemas clésicos en el semiplano superior:

G (o, 1) = —Awu(x, 1) 2o (x,1) = —Aow(x, 1)
(A) (B)
u(x,0) = f(x) w(x,0) = f(x),
xeR",t>0.
Las soluciones de (A) y (B) pueden describirse mediante los semigrupos del calor y

de Poisson.
Si, por ejemplo, f € LF(R",dx)y 1 < p < oo,

/ ef%f(y)dy:Wt * f(x), t>0, (1.1)

u(x, r) =

(47rt)%
y
(e :
W(x7 t) = 1 n+lf(y)dy =P *f(x), t>0, (1.2)
P a2 1 )T
_n _ﬁ _no_1
W) = (4m) 2eT A W) =1 2W( 2w,
nt1
Pl = F(n_*z_1 D4 15~ yrie) = e,
2

™
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Ademas,

}E}a u(xa t) :f(x) y }g% wi(x, t) :f(x)

en casi todo x.
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El problema de la convergencia en c.t.p. estd relacionado con el de
encontrar desigualdades en norma con pesos para los operadores maximales

f=WSE) =swpWesf() y [ Pf()=supPisf()
>0 >0

0, mds precisamente, con el problema de
encontrar los pesos v para los que existe un peso u tal que

W L (v) = L' (u) y P L (v) = L'(u),

estén acotados.
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Antecedentes

Carleson y Jones, Gatto y Gutiérrez, Rubio de Francia en los 80’s estudiaron estos y
otros problemas relacionados. También fueron considerados por W-S. Young (1982),
Harboure, Macias y Segovia (1984), y Kerman and Sawyer (1989). Mds
recientemente hay un trabajo de Damek, Garrigés, Harboure y Torrea (2006).
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Los nicleos del calor y de Poisson son radiales, decrecientes e integrables entonces
estan dominados por la maximal de Hardy-Littlewood M:

@ (x) = sup 6, (0] < CMF) = Csup - [ )lay
' >0 " JB(x)
entonces la convergencia en casi todo punto puede deducirse de desigualdades en
norma pesada para M.
Por ejemplo, siv € A,y f € L’(R",v), 1 < p < oo, entonces los limites existen.
Sin embargo, esta condicién no es necesaria.
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Las condiciones necesarias y suficientes que encontramos para la existencia de los
limites son faciles de verificar:
Existe to > 0 tal que

Pl (v 7 (v)dy < oc.

n

0< / Wf;/ (y)v_%(y)dy < 00 y 0< /
R'l

Estas condiciones estan relacionadas con el reemplazo de los operadores maximales
por versiones locales de ellos:

F=Wef() = sup [Wexf()l y  f=Pf()= sup [Prxf()].

0<t<R 0<t<R
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Respecto de la maximal de H-L: Resultados obtenidos en los 80’s por J.L. Rubio de
Francia e, independientemente [RdF] y L. Carleson and P. Jones [C-J]:

TEOREMA
Seanvunpesoy 1l < p < oo.
Son equivalentes
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Respecto de la maximal de H-L: Resultados obtenidos en los 80’s por J.L. Rubio de
Francia e, independientemente [RdF] y L. Carleson and P. Jones [C-J]:

TEOREMA
Seanvunpesoy 1l < p < oo.
Son equivalentes

@
Ju: ML (v) — L' (u).
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Respecto de la maximal de H-L: Resultados obtenidos en los 80’s por J.L. Rubio de
Francia e, independientemente [RdF] y L. Carleson and P. Jones [C-J]:

TEOREMA
Seanvunpesoy 1l < p < oo.
Son equivalentes

@
Ju: ML (v) — L' (u).

(b)

1 _
3C: D, sup — / v
(Dp) r>1 R 0.y
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PROPOSICION
O<v<ooenctp. yl <p<oo. sea{d:}: el semigrupo del calor, {W,},, o el de
Poisson, {P};. Son equivalentes:
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PROPOSICION
O<v<ooenctp. yl <p<oo. sea{d:}: el semigrupo del calor, {W,},, o el de

Poisson, {P};. Son equivalentes:

)]
Juyty>0: f = ¢, xf esacotadode L' (v) — L' (u)
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PROPOSICION
O<v<ooenctp. yl <p<oo. sea{d:}: el semigrupo del calor, {W,},, o el de
Poisson, {P};. Son equivalentes:

)]
Juyty>0: f = ¢, xf esacotadode L' (v) — L' (u)

@)
Juytn>0: f = & xf esacotado de L(v) — L' (u)
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PROPOSICION
O<v<ooenctp. yl <p< oo sea{¢:}: el semigrupo del calor, {W:}+, o el de
Poisson, {P};. Son equivalentes:

)]
Juyty>0: f = ¢, xf esacotadode L' (v) — L' (u)
(2)
Juytn>0: f = & xf esacotado de L(v) — L' (u)
3)
Juyty>0: O, *f(x) < o0 a.a. x (f€L(v)
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PROPOSICION
O<v<ooenctp. yl <p< oo sea{¢:}: el semigrupo del calor, {W:}+, o el de
Poisson, {P};. Son equivalentes:

)]
Juyty>0: f = ¢, xf esacotadode L' (v) — L' (u)
(2)
Juytn>0: f = & xf esacotado de L(v) — L' (u)
3)
Juyty>0: O, *f(x) < o0 a.a. x (f€L(v)
) p
I >0: (DY) 0</<sz0 P(y)dy<oo.
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Funcion maximal local

B3 (x) = sup | * ()| = sup| / 6i(x — 0N,
t<R <R R"

0 < R < o fijo.
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Teorema 1

0 <v<ooenc.tp., 1 <p < oo Sonequivalentes:

ey
JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L' (u)
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Teorema 1

0 <v<ooenc.tp., 1 <p < oo Sonequivalentes:
€]
JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L' (u)

(@3
JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L™ (u)

.S S
S. Hartzstein, J.L. Torrea, B. Viviani: Sobre convergencia al valor en la frontera para las ecuaciones del Calor y de Poisson y operadores maximales



Introduccién

Teorema 1

0 <v<ooenc.tp., 1 <p < oo Sonequivalentes:

ey

JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L' (u)
(@3

JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L™ (u)
3

}Lmo & % f(x) existeaa. x (f € LF(v));
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Teorema 1

0 <v<ooenc.tp., 1 <p < oo Sonequivalentes:

ey
JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L' (u)
(@3
JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L™ (u)
3
}Lmo & % f(x) existeaa. x (f € LF(v));
C))

JR>0: Orf(x) < 00,a.a. x (f € L7(v));
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Introduccién

Teorema 1

0 <v<ooenc.tp., 1 <p < oo Sonequivalentes:

ey

JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L' (u)
(@3

JR>0yu: f— Orf es acotado de L"(v) — L™ (u)
3

}Lmo & % f(x) existeaa. x (f € LF(v));
C))
JR>0: Orf(x) < 00,a.a. x (f € L7(v));
(%)
AS Dg’.
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Funcién maximal local de Hardy-Littlewood

R >0,
Mif(x) = sup Af(x),
0<s<R

con 1
Af() =L / FG)dy.
[x—y|<s

sn
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LEMA
Sean v un peso, 1 < p < coy R > 0 fijo.
Son equivalentes
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LEMA
Sean v un peso, 1 < p < coy R > 0 fijo.
Son equivalentes
®
Fu: Mg : L (v) = L (u);
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Introduccién

LEMA
Sean v un peso, 1 < p < coy R > 0 fijo.
Son equivalentes
®
Fu: Mg : L (v) = L (u);
(i)
Ju : Mg LP(v) = L (u);
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Introduccién

LEMA
Sean v un peso, 1 < p < coy R > 0 fijo.
Son equivalentes
®
Fu: Mg : L (v) = L (u);
(i)
Ju : Mg LP(v) = L (u);

(i)
Ju : Ag : I (v) — L7 (w);
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Introduccién

LEMA
Sean v un peso, 1 < p < coy R > 0 fijo.
Son equivalentes

®

Fu: Mg : L (v) = L (u);
(i)

Ju : Mg LP(v) = L (u);

(i)
Ju : Ag : L (v) = L™ (u);

(iv)
(DY VT €L
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Teorema 2

Dy CD,CDY CDY, 1<p< oo
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Demostracion del Teorema 2

D; C D}
t>0,
1
Pi(y) = G
t”(l + %) ’
1
< G(xaanly I ] )n+1x{m<|y|<w+l 2 0))
j=0
1
< G ( X{yl<n (v +22 21+1t)nX{IyI<2’“t}( ))
Entonces,

[rory % ()dy < Csup I (y)dy

&2 R Jp0.0)

v3(y) = [y|7""%",1 > & > 0, estd D}, pero no en Dj.
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DY C D)Y: porque Wy (y) < CPi(y).

va(y) = |y|~"+7 estd en D) pero no en D} .
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Dy C Dy
Dado cualquier x y t > 0 fijo,

/ v (y)dy < € e
{lx—yl<i/2} {|x—y|<r1/2}

’ =y
< (P / e YT ()dy.

n

_l—y)?
t

s
Py (y)dy

- 3 z
vi(y) = e PI'Pestden D perono en D)) .
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L. Carleson and P. Jones, Weighted norm inequalities and a Theorem of Koosis.
Mittag-Leffler Institut, Report n. 2, 1981.
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E B. Muckenhoupt, Weighted norm inequalities for the Hardy maximal function.
. p g q y
Trans. Amer. Math. Soc. 165, 1972, 207-226.
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