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Medida de Hausdorff

o ECRY U=PRY, §>0
d-cubrimiento de E: {U;} C U, con E C J,U; y |U;| <0

o Para s >0,

H5(E) = inf {Z |U;|* : {U;} es d-cubrimiento de E}
i=1

(1) H°(E) = lim #(E)

@ (1) no cambia si

e U = {convexos de R?}
o U = {cerrados de R}
o U = {abiertos de R}

o my(A) = cgHY A,V ACR? (¢ =1, cg=7/4)



e Ejemplo: En R, £ =[0,1]. Dado § > 0,si 1/n < ¢
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e Ejemplo: En R, £ =[0,1]. Dado § > 0,si 1/n < ¢

n ’'n

= {Ui}l, = {[(i_l) 1] }:;1 d-cubrimiento éptimo

oo, st §<1

e En general, F C R?, existe un tnico 0 < so < d tal que

0, st25> 5
00, st s < S

w(e) - {

Puede ocurrir H*°(E) =0 o H*(F) = o0

dimg F := sg es la dimensién de Hausdorff de E



Ejemplo: E conjunto ternario de Cantor

0 1/3 2/3

E = nnz]_ En

B, cubre B = H .(F) <2" (5.

1

E

Eo

Ej

Ey

s=1logz2 = HB2(E)<1

De hecho, H!°832(E) = 1
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Medida de Hausdorff centrada

e Ugp = {Bolas centradas en E}
C*(E) := }Siiréinf {; |Bi|° : {B;} C Ug d-cubrimiento de E}
C?® no necesariamente es mondtona !

C*(E) = sup{C*(F) : F C E}

o dimg E =inf{s : C5(F) =0} = sup{s : C°(F) = +oo}
e H3(E) <C5(F) < 2°H5(E)

= dimg F =dim¢g F
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Medida packing

EcRYt>0

e o-packing de E: {B;} bolas disjuntas centradas en E con
‘Bz’ <0

oo
PUE) = %1_1}(1] sup {Z |B;|" : {B;} d-packing de E}

i=1

P} es premedida (no necesariamente o-subaditiva)

o Medida packing t-dimensional:
P'(E) = inf {Z PY(E;) : E = UE}

o dimp £ =inf{s : P*(E) =0} = sup{s : P*(E) = +o0}



H)(E) < P(E) =— dimgFE <dimpFE
Puede ocurrir dimg F < dimp E

FE es regular si dimg F =dimp FE
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Conjuntos de Cantor centrales

] D():@
Dy={oc=01...01: 0, =001} ={0,1}*
D =UDy

e 0<rp<1/2, k>1

Iy

Iy I

Ioo Io1 Lo 111 Is0 Is1

e F ={I,:0 € D} intervalos basicos:
(i) Ip = [0,1]
(ii) Parak > 1y o € Dg_1,
1,0 e I, mismo extremo izquierdo
I;1 e I, mismo extremo izquierdo




(]

(]

Etapa k: E, = UgeDkIU

Congunto de Cantor central asociado a (1g)g>1:
E = mk21Ek

E compacto, nunca denso y perfecto
rp = 1/3 Yk = E Cantor ternario clésico

Los intervalos de la etapa k tienen igual longitud
Sk = ‘Ig‘ =7r1:-Tg, 0 E Dk

Yk+1 = long. laguna entre I,g e I1, 0 € Dg



Cotas para las medidas de conjuntos centrales

Paras >0yt >0

¢1 lim inf 2"s) <HU(E) < ¢ lim inf 2"s)

cglimsup 2"s!, < PH(E) < cqlimsup 2"s!,

n—oo n—o0



Cotas para las medidas de conjuntos centrales

Paras >0yt >0

¢ liminf 2"s) < H*(E) < ¢oliminf 2"s]
N—00 n n—00 n

y
cglimsup 2"s!, < PH(E) < cqlimsup 2"s!,
n—oo n—oo
Luego
log 2™ log 2"
dimg F = lim inf o8 y dimp F = limsup o8
n—oco |log sy| n—oo | log sy
log 2

Notar: r, < 8 Vk= dimpFE < Tog b1



Teorema (Qu-Rao-Su 03)

Si (yx)k>1 (longitudes de lagunas) es decreciente, entonces

H*(E) = liminf 2"s) .
n—oo




Resultados

Condicién de separacion:

1
(2) existe B < 3 tal que rp < B V k suf. grande.

Teorema

Sea E conjunto de Cantor central y asumamos (2). Entonces

PYUE) = 2" limsup 2" (s, + yn)" = 2'B;.

n—o0




Resultados
Condicion de separacion:

1
(2) existe B < 3 tal que rp < B V k suf. grande.

Teorema

Sea E conjunto de Cantor central y asumamos (2). Entonces

PUE) = 2 limsup 2" (s, + yn)" = 2'By.

n—o0

Otros resultados conocidos:
e [Feng Hua Wen 00] £ Cantor ternario,
t=log;2 = P(E)=4°

o [Meinershagen 02] Célculo de P#(E) para Cantor
perturbado: pide E regular y dimp E <log2/log(5/2) < 1

e [Feng 03] Célculo de P!(E) Cantor auto-similar con
separacién (CCA). En este caso F es regular



La condicién de separacién (2) no es necesaria

Teorema

Existe un conjunto de Cantor central E tal que P*(E) = 2!B; y
(ri) tiene una subsucesion que tiende a 1/2.




La condicién de separacién (2) no es necesaria

Teorema

Existe un conjunto de Cantor central E tal que P*(E) = 2!B; y
(ri) tiene una subsucesion que tiende a 1/2.

Teorema

Dado 0 < t < 1, existe un conjunto de Cantor central E tal que

Pt(E) < 2t§t.




Densidades

e F C R? boreliano
Densidad de F' en x:
area(F'N B(xz,r)) érea(F N B(x,r))

Dr(z,r) = area(B(x,r)) - 72

Dp(x) =lim,0 Dp(x,r) =1 c.t.p. x € F (Teo. Densidad
Lebesgue)
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b Dp(a)=1
5 (a)

d

5 Dr(b) =1/4

Dr(c) = 1/2

long(FNB(x,r))

2r 1

r—0

e F' curva suave =



Densidades

e F C R? boreliano
Densidad de F' en x:
area(F'N B(xz,r)) érea(F N B(x,r))

Dr(z,r) = area(B(x,r)) - 72

Dp(x) =lim,0 Dp(x,r) =1 c.t.p. x € F (Teo. Densidad
Lebesgue)

b Dp(a)=1
5 (a)

s Dr(b)=1/4
®

Dp(c)=1/2
e F curva suave = w — 1
r—

@ ;Qué pasa en el caso fractal?



t >0, v medida en R? (localmente finita)

o Densidades esféricas centradas
e densidad inferior s-dimensional de v en z € R%:

s i VB T)
O°(v,x) = lu;ri}(l)qf @)

e densidad superior s-dimensional de v en z € R%:

—s s v(B(z,r))
O (v,x) = hI:ljélp @)



t >0, v medida en R? (localmente finita)

o Densidades esféricas centradas
e densidad inferior s-dimensional de v en z € R%:

s i VB T)
O°(v,x) = lll;ri}(l)rlf o)

e densidad superior s-dimensional de v en z € R%:

s . v(B(z,7))
O (v,z) = limsup ———=
() = B s
o Densidad convexa s-dimensional:
=5 . v(U)
O.(v,x) = lim su
( ) r— :L‘Eg ’U‘S

U abierto convexo
0<|UI<r



Teoremas de densidad

Para H*|p(A) :=H(ANF) y P3|p(4) =P(ANF)

o H¥(F) < oo = 2°<O'(MH’|p,z)<1, H'—ctpazcF
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Teoremas de densidad

Para HS|p(A) :=H(ANF) vy P*lp(A):=P(ANF)
o H¥(F) < oo = 2°<O'(MH’|p,z)<1, H'—ctpazcF
o H¥(F) < oo = O.(H’|lp,x)=1, H°—ctpazcF
e C¥(F)<oo = O (H|p,z)=1, H —ctpzeF

o P¥(F)<oo = O°P%|lp,x)=1, P°—ctpaxrelF
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Proposicion

Sea E Cantor central tal que 0 < PY(E) < 4+o00. Entonces,
t t -1
O (pug,x) = (73 (E)) para g — casi todo x;

en particular, ©'(ug,x) es constante pp-casi todo punto.




Sea pp la medida uniforme en £ (medida de Cantor)
Proposicion
Sea E Cantor central tal que 0 < PY(E) < 4+o00. Entonces,

-1
O (up,z) = (Pt(E)) para jig — casi todo x;

en particular, ©'(ug,x) es constante pp-casi todo punto.

Prueba: Sea v := (PY(E))~'P!|g

P! invariante por traslaciones = v(I,) = pugr(l,), Vo € D
= V=Ug

Luego, para ug-c.t.p. x

1=0'(P'|p,x) = (P (E)up,x) = P(E)O (up, ).



Teorema

Sea E Cantor central tal que PY(E) < co. Entonces,
1. ©'(pup,z) > (2'By) ! para todo x € E;

2. si wvale (2), entonces O'(ug,x) < (2!By)~! para pg casi
todo x € E.

En particular, ©'(pug,z) = (2!B;) ™! para pg casi todo = € E.

v




Teorema

Sea E Cantor central tal que PY(E) < co. Entonces,
1. ©'(pup,z) > (2'By) ! para todo x € E;

2. si wvale (2), entonces O'(ug,x) < (2!By)~! para pg casi
todo x € E.

En particular, ©'(pug,z) = (2!B;) ™! para pg casi todo = € E.

v

Sea By = liminf,, o 2" (s, + yn)®.
Teorema

Sea E Cantor central con r, <1/3 y 0 < H*(E) < oo.
Entonces,

1. @S(IU,E,.%‘) < 21_35;1 para todo x € B
2. ©°(pg,x) > 2'"°B;! para pp-casi todo x € E.

En particular, ©°(ug,z) = 2'7°B; ' para pg-casi todo x € E.

v




e En [Qin Zhou Jia 04] calculan ©°(up, x) con hipétesis (a)
rr < 1/3 y (b) 0 < limy, 00 285 < 00

o En [Wang Wu Xiong 11] calculan ©°(ug, z) y ©°(ug, )
para todo x con hipétesis rp = A Vk y A un poco mas
grande que 1/3



